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Resumen
Esta propuesta dida´ctica se ha elaborado como una herramienta para la ensen˜anza del con-
cepto de pol´ıgono mediante la aplicacio´n del mo´dulo turtle de Python. Esta´ dirigida a estudi-
antes de ciclo cinco, ya que se plantean ejercicios y actividades que requieren el conocimiento
de elementos ba´sicos de geometr´ıa, trigonometr´ıa y en el mejor de los casos, disposicio´n para
aprender rudimentos de programacio´n.
Con el propo´sito de estudiar las propiedades de los pol´ıgonos desde una perspectiva, intui-
tiva y experimental, se ha organizado el escrito de la siguiente forma: en el primer cap´ıtulo
se hace un recuento de los or´ıgenes de la geometr´ıa y de los aportes que tuvieron mayor
incidencia en la solucio´n de los tres problemas cla´sicos de la geometr´ıa griega. En el segundo
cap´ıtulo se contextualiza la metodolog´ıa de la propuesta en el construccionismo, con el fin
de comprender la filosof´ıa e intencionalidad de la geometr´ıa de la tortuga. El tercer cap´ıtulo
introduce conceptos esenciales de programacio´n en Python mediante ejemplos sencillos, para
llegar naturalmente a la construccio´n de c´ırcunferencias y pol´ıgonos. El cuarto cap´ıtulo
corresponde a los aspectos teo´ricos ma´s importantes de los tria´ngulos, por ser estos los
pol´ıgonos mas sencillos y fa´ciles de estudiar, adema´s de ser la unidad fundamental para la
descomposicio´n de los dema´s pol´ıgonos. Finalmente, en la propuesta dida´ctica se plantean
ejercicios, preguntas y problemas sobre la construccio´n de pol´ıgonos, la deduccio´n y genera-
lizacio´n de sus propiedades, a trave´s de la elaboracio´n de programas computacionales.
Palabras clave: Pol´ıgonos, sistema coordenado, mo´dulo turtle, construccionismo
Abstract
This didactic proposal has been developed as a tool for teaching the concept of polygon by
applying the module turtle , Python . It is aimed at students from five cycle because exer-
cises and activities that require the knowledge of basic elements of geometry, trigonometry
and the best , willingness to learn programming basics arise. bigskip
In order to study the properties of polygons from an intuitive and experimental perspective,
is organized written as follows : in the first chapter recounts the origins of geometry and
input with the highest incidence is in solving the three classical problems of Greek geometry.
In the second chapter the methodology proposed in constructionism is contextualized , in
order to understand the philosophy and intent of the geometry of the turtle. The third
chapter introduces basic concepts of programming in Python using simple examples to come
naturally to the construction of circles and polygons. The fourth chapter corresponds to
the most important theoretical aspects of triangles , because these are the most simple and
easy polygons study , besides being fundamental for the decomposition of other polygons
unit. Finally, the didactic proposal exercises, questions and problems about building poly-
gons , deduction and generalization properties arise through the development of computer
programs.
Keywords: Polygons, coordinate system, turtle module, constructionism
Introduccio´n
La ensen˜anza del concepto de pol´ıgono, sus caracter´ısticas y propiedades, hace parte del que-
hacer de los docentes de matema´ticas de todos los niveles. Inclusive, en grado preescolar en-
contramos que los infantes se aproximan al concepto de pol´ıgono mediante el reconocimiento
o discriminacio´n de las figuras geome´tricas, su representacio´n en sistemas bi y tridimen-
sionales, adema´s de las nociones topolo´gicas desarrolladas al interactuar con los objetos e
interpretar sus propiedades con ayuda de los sentidos. En grados posteriores se propone en
los Esta´ndares del Ministerio de Educacio´n, [9] el profundizar en la identificacio´n de figuras
congruentes y semejantes, adema´s de su comparacio´n y clasificacio´n por la regularidad de
sus lados y a´ngulos.
Si la ensen˜anza de los temas mencionados con anterioridad en la primaria y en la ba´sica
secundaria cumple con su cometido, es de esperar, que en el momento en que los estudiantes
hagan su arribo a la educacio´n media este´n en condiciones de afrontar los retos planteados
por la trigonometr´ıa y el ca´lculo. Sin embargo y a pesar de la continuidad y pertinencia de
los contenidos, no puede afirmarse catego´ricamente que exista apropiacio´n del concepto de
pol´ıgono. Esta situacio´n se ve reflejada en los bajos resultados obtenidos por los estudiantes
colombianos en pruebas externas como: PISA y Saber 11.
Evidencias de las dificultades de los estudiantes al resolver problemas matema´ticos, se hallan
en la s´ıntesis de resultados de la prueba PISA 2009, publicada por el Icfes en su pa´gina oficial.
En este documento se analizan los niveles de desempen˜o en todas las a´reas, concluyendo que
xi
70,6% de los representantes de nuestro pa´ıs no alcanzo´ el puntaje mı´nimo establecido por
PISA en matema´ticas. Siendo ma´s precisos, no llegaron ni al nivel dos, de seis posibles y en
este sentido “no estar´ıan en capacidad de actuar activamente en la sociedad”. El nivel dos,
donde se ha concentrado la mayor parte de los estudiantes en las tres evaluaciones en las que
ha participado Colombia: 2006, 2009 y 2012, se caracteriza por un bajo nivel de ana´lisis e
interpretacio´n. La descripcio´n del segundo nivel de desempen˜o es la siguiente:
• Interpretar y reconocer situaciones que no requieren ma´s de una inferencia directa.
• Extraer informacio´n relevante de una fuente simple.
• Emplear algoritmos ba´sicos, fo´rmulas y procedimientos; o manejar convenciones.
• Hacer interpretaciones literales de los resultados.
De la misma forma, en el resumen ejecutivo de resultados para el an˜o 2012 3se observa que
el porcentaje de estudiantes que no alcanzaron el nivel dos aumento´ a 73,8%. A favor de
las pol´ıticas gubernamentales, la OCDE destaca el compromiso con el acceso al sistema,
cobertura y calidad educativa. Sin embargo, los resultados demuestran que no han sido su-
ficientes los esfuerzos del gobierno por mejorar la calidad educativa y al parecer el problema
de fondo tiene ma´s que ver con las pra´cticas pedago´gicas en el aula, que sin ser erro´neas, no
se han concebido espec´ıficamente para cumplir con los esta´ndares internacionales. No debe
interpretarse por parte del lector que la intencio´n de los docentes sea el preparar a los estu-
diantes para obtener mejores puntuaciones en las pruebas, sino formalizar y contextualizar
los conceptos matema´ticos en situaciones ma´s complejas.
Despue´s de este breve ana´lisis, es lo´gico pensar en los desaf´ıos y oportunidades que tenemos
los docentes de matema´ticas para contribuir con una educacio´n de mayor calidad. Con este
propo´sito disen˜amos una propuesta dida´ctica que pretende ser un aporte para la ensen˜anza
del concepto de pol´ıgono en la educacio´n med´ıa; ya que lo consideramos fundamental para
3Ver en [3] tabla 4, Puntajes promedio y porcentajes de estudiantes en niveles 5 y 6, nivel 2 y por debajo
del nivel 2 en Colombia. 2006, 2009 y 2012
la comprensio´n de muchos de los temas de geometr´ıa que se ensen˜an en los diferentes niveles
escolares.
Nuestra premisa es dotar al estudiante de herramientas conceptuales que despierten su in-
tere´s por razonar, conceptualizar y aplicar sus conocimientos en un contexto alternativo,
generalizarlo y profundizar en la exploracio´n de la geometr´ıa y la trigonometr´ıa, mediante
mo´delos matema´ticos estructurados en el lenguaje de programacio´n Python y concretamente
con la ayuda de su mo´dulo turtle. Finalmente esta propuesta establece una metodolog´ıa para
la ensen˜anza de conceptos matema´ticos, asistida por ordenador; que sera´ un referente para
iniciar a los estudiantes en la programacio´n, para que alrededor de ella surjan nuevas prop-
uestas.

Cap´ıtulo 1
Geometr´ıa y pol´ıgonos: aspectos
histo´ricos y epistemolo´gicos relevantes
1.1 Antiguo Egipto
El nacimiento de la geometr´ıa se remonta al siglo XIV a.c durante el reinado de Sesostris,
de acuerdo a las palabras consignadas por Hero´doto de Halicarnaso en su segundo libro
“Histor´ıai”. Hero´doto atribuye este hecho a la construccio´n de canales para proveer de agua
a los Egipcios asentados tierra adentro, es decir, aquellos que habitaban lejos de la orilla del
Nilo, evitando as´ı la escasez por desecamiento de los pozos.
Pero fue precisamente la distribucio´n y reparticio´n de los campos y la demarcacio´n de los
linderos para fijar el valor de la renta anual en caso de perdida por inundaciones, los que
orientaron las necesidades tanto del farao´n como de sus vasallos hacia el establecimiento de
algunos principios de geometr´ıa.
Otras mediciones diferentes a las que conciernen a terrenos, exigieron el uso de algunas
nociones de geometr´ıa, como la elaboracio´n de los ladrillos de construccio´n que sugieren el
reconocimiento del a´ngulo recto y la ornamentacio´n de viviendas y joyas con disen˜os que
presentaban algu´n tipo de simetr´ıa.
1
2 Pol´ıgonos: aspectos histo´ricos y epistemolo´gicos
Es claro el intere´s que ten´ıan los egipcios por representar los cuerpos celestes y su configu-
racio´n, por medio de monumentos como los obeliscos y las pira´mides; para ello combinaron
su conocimiento en astronomı´a y geometr´ıa, redundando sus esfuerzos en construcciones que
se basan en formas geome´tricas bien definidas: tria´ngulos, recta´ngulos, rombos, cuadrados,
trapecios y trapezoides. Se piensa que para determinar el a´rea de estas figuras y el volumen
de algunos so´lidos como el cubo el cilindro y el paralelep´ıpedo, contaban con representa-
ciones gra´ficas un tanto confusas, adema´s de reglas o prescripciones, que en algunos casos
eran correctas y en otros ofrec´ıan un grado de aproximacio´n suficiente para su empleo en
situaciones pra´cticas.
Sin embargo, no existen referentes histo´ricos que demuestren el conocimiento de las propie-
dades de los pol´ıgonos ni de los poliedros en esta e´poca y todo parece indicar que la principal
motivacio´n de esta civilizacio´n fue el misticismo (adoracio´n de los astros y proteccio´n ante
fuerzas sobrenaturales) y que su me´todo de construccio´n fue netamente emp´ırico.
1.2 Los babilonios
La matema´tica babilo´nica se caracterizaba por el razonamiento simbo´lico y no por la abstrac-
cio´n visual; de esta forma la geometr´ıa no era una disciplina diferenciada de la matema´tica.
Los problemas que involucraban a´reas y volu´menes se resolv´ıan algebraicamente con ecua-
ciones lineales y cuadra´ticas por medio de reglas o fo´rmulas que involucraban factores 2,
3 y 5 en correspondencia con el sistema sexagesimal, propio de su cultura. De otro lado,
sus representaciones gra´ficas no permit´ıan identificar con claridad una figura plana y en
consecuencia un so´lido cualquiera.
A pesar de las dificultades relatadas anteriormente, los babilonios estaban familiarizados con
la semejanza de tria´ngulos y la proporcionalidad entre lados correspondientes de tria´ngulos
semejantes, las ternas pita´goricas, a´reas aproximadas de pol´ıgonos regulares, volumen de
so´lidos simples y conceptos relacionados con pol´ıgonos circunscritos. Cabe resaltar que
el concepto de prueba no exist´ıa, no contaban con estructuras lo´gicas ni con un me´todo
Cap´ıtulo 1 3
matema´tico formal, sino que recurr´ıan a la prueba y el error para establecer sus reglas,
partiendo de situaciones pra´cticas.
1.3 Los griegos
Calificada como la civilizacio´n que propicio´ y vivencio´ la e´poca de la revolucio´n intelectual, los
griegos se destacaron por generar espacios de conocimiento donde los naturalistas o filo´sofos
de la naturaleza, se reun´ıan para discutir y compartir su conocimiento en pol´ıtica, filosof´ıa,
arte y ciencia. En cuanto a las matema´ticas respecta, sobresale la contribucio´n de la escuela
pitago´rica.
1.3.1 La escuela pitago´rica
La geometr´ıa en Grecia durante el periodo cla´sico fue introducida proveniente de Egipto,
segu´n Proclo por Tales de Mileto, fundador de la escuela jo´nica y considerado como uno
de los siete sabios griegos. Uno de sus seguidores fue Pita´goras de Samos, nacido alrededor
de 569 a.c quien despue´s de formarse como matema´tico decidio´ iniciar su propia escuela en
Croton, un asentamiento griego al sur de Italia. [5]
Se situ´a histo´ricamente a la escuela Pitago´rica entre los an˜os 600 a.c y 400 ac. Fue consi-
derada como una secta o hermandad, ambientada por el misticismo y que baso´ su filosof´ıa
en el nu´mero como elemento primordial para descifrar tanto los objetos materiales como el
conocimiento mismo. [18] La ma´xima “Todo es nu´mero” que derivo´ de la relacio´n que los
pitago´ricos observaron entre el nu´mero, la armon´ıa, y la naturaleza, dio´ lugar a la idea que
el universo, incluso el de las ideas, se construye con los nu´meros.
De su visio´n del mundo, resulto´ ser el 10 el nu´mero por excelencia, la representacio´n de la
perfeccio´n. Para ellos, escond´ıa inherentemente este nu´mero la naturaleza de las cosas: los
cuatro elementos como la suma de los primeros cuatro d´ıgitos, los cuerpos celestes conocidos,
las relaciones entre longitudes y frecuencia en la cuerda de un instrumento musical y un
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tria´ngulo equila´tero a modo de nu´mero triangular.
Esta u´ltima interpretacio´n, de los nu´meros triangulares se extendio´ al estudio de los nu´meros
poligonales, es decir, aquellos que se obtienen por conteo de ve´rtices y puntos que aumentan
de a uno en cada lado a medida que se agrega un nuevo pol´ıgono. Por ejemplo los nu´meros
poligonales para un penta´gono son:
1, 1 + 4, 1 + 4 + 7, 1 + 4 + 7 + 10, ... (3n2 − n)/2
Figura 1.1: Nu´meros hexagonales
En la figura se muestran los tres primeros pol´ıgonos que generan los nu´meros hexagonales:
1, 1 + 5, 1 + 5 + 9, 1 + 5 + 9 + 13, ..., (2n2 − n)
De la misma forma se pueden representar pol´ıgonos de n lados en los cuales los pitago´ricos
claramente identifican ve´rtices y la congruencia entre los lados; ya que se trata de pol´ıgonos
equila´teros (en te´rminos de puntos) y los puntos que hacen las veces de longitudes aumen-
tando en progresio´n aritme´tica con diferencias iguales a la unidad.
Entre los aportes en geometr´ıa ma´s destacados de esta escuela se encuentran la prueba de la
irracionalidad de
√
2 con respecto al segmento unidad por reduccio´n al absurdo, el teorema
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de Pita´goras (del que no se tiene seguridad sobre su verdadero origen), la cuadratura de
pol´ıgonos, el teorema que determina la suma igual a 180◦ de los a´ngulos internos de un
tria´ngulo, teoremas sobre pol´ıgonos, esferas y poliedros regulares, adema´s del teselado del
plano por tria´ngulos equila´teros, cuadrados y hexa´gonos regulares.
1.3.2 La escuela sofista
Se destaca la figura de Hipo´crates de Qu´ıos, el geo´metra ma´s importante del siglo V a.c del
que historiadores sugieren que tuvo mayor inclinacio´n hacia la escuela Pitago´rica [5] y quien
planteo´ y resolvio´ problemas partiendo de premisas o verdades conocidas que le permit´ıan
formular teoremas que crec´ıan en complejidad a partir de otros ma´s sencillos y finalmente
poniendo a prueba esos teoremas por medio de demostraciones de forma similar a como
lo har´ıa ma´s adelante Euclides de Alejandr´ıa. Su intere´s se centro´ en el problema cla´sico
de la cuadratura del c´ırculo, llegando a una solucio´n parcial: la cuadratura de lu´nulas de
caracter´ısticas espec´ıficas usando regla y compa´s.
En la cuadratura de las lu´nulas, Hipo´crates utilizo´ la proporcionalidad entre los c´ırculos y
los cuadrados de sus dia´metros, que probablemente admitio´ intuitivamente como extensio´n
de la propiedad, sin duda conocida, de la proporcionalidad entre pol´ıgonos semejantes y los
cuadrados de los lados homo´logos. [15]
En esta etapa de la historia de la matema´tica griega se exig´ıa que las demostraciones se
hicieran con regla y compa´s, adema´s de cumplir con los esta´ndares del me´todo deductivo. In-
negable es la trascendencia del estudio de los pol´ıgonos y de sus propiedades, en los mu´ltiples
intentos por resolver los tres problemas cla´sicos de la geometr´ıa griega: la cuadratura del
c´ırculo, la triseccio´n del a´ngulo y la duplicacio´n del cubo.
Es claro que los mu´ltiples intentos por resolver estos renombrados problemas, tuvieron su
mayor obsta´culo en la restriccio´n de realizar las construcciones u´nicamente con regla y
compa´s por que se rechazaban las demostraciones que involucraran nu´meros irracionales o
con mayor precisio´n, segmentos inconmensurables, que en definitiva no eran construibles. Sin
embargo, a partir de esos intentos se logro´ profundizar en otros temas como la cuadratura de
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pol´ıgonos, las relaciones de proporcionalidad para calcular a´reas y volu´menes, la solucio´n de
ecuaciones de segundo y tercer grado y por supuesto la teor´ıa de proporciones que establecio´
el punto de partida para el estudio de los irracionales.
1.3.3 La escuela de Eudoxo
Eudoxo de Cnido (ca. 408 a.c - ca. 355 a.c) fue un filo´sofo, matema´tico, me´dico griego y
padre de la observacio´n astrono´mica cient´ıfica. Se formo´ en matema´ticas bajo la tutela de
Arquitas de Tarento y segu´n Arqu´ımedes, probo´ que el volumen de la pira´mide es exacta-
mente un tercio del volumen de un prisma y el del cono un tercio del volumen del cilindro,
teniendo bases y alturas congruentes. Se le atribuye la invencio´n del me´todo de exhaucio´n o
agotamiento que permite aproximar el valor de pi, el a´rea de un c´ırculo y la longitud de cir-
cunferencia mediante el aumento del nu´mero de lados de un pol´ıgono regular inscrito en una
circunferencia unitaria hasta que sean congruentes. El me´todo de exhaucio´n fue la base para
definir el l´ımite de una funcio´n y los principios del ca´lculo, y para demostrar propiedades
comunes a los c´ırculos. Por ejemplo, para probar si se tiene dos c´ırculos en los que: “la razo´n
de sus a´reas es la misma que la que existe entre los cuadrados de sus dia´metros respectivos”,
El me´todo consist´ıa en: aproximar el a´rea de los c´ırculos con pol´ıgonos regulares inscritos y
circunscritos, [16] demostracio´n que se incluye en el libro XI de los elementos.
Figura 1.2: Me´todo de exhaucio´n con 4, 8 y 16 lados, para el a´rea de un c´ırculo
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1.3.4 Euclides de Alejandr´ıa
Poco se conoce sobre la vida de Euclides ma´s alla´ de saber que nacio´ en Alejandr´ıa alrededor
del an˜o 300 a.c y que de acuerdo a Proclo pertenecio´ a la academia de Plato´n. Su figura
ha adquirido renombre en la historia de las matema´ticas por recopilar buena parte de los
resultados ma´s importantes del conocimiento matema´tico griego de la e´poca y enmarcarlos
dentro de un sistema axioma´tico construido a partir de un conjunto de nociones comunes,
definiciones y postulados que resultaban suficientes para demostrar lo´gica y consistentemente,
-no al mismo grado de las demostraciones matema´ticas modernas pero si lo suficiente como
para ser convincentes y ajustados al me´todo deductivo de Plato´n y la lo´gica de Aristo´teles-
una sucesio´n de teoremas consignados en su obra “Los Elementos”.
Los Elementos de Euclides
Es el texto matema´tico ma´s famoso de la antigu¨edad, el ma´s divulgado y el que tiene el
mayor tiempo de ser usado de forma continua en la ensen˜anza de conceptos geome´tricos y
me´todos de demostracio´n. Esta´ compuesto por 13 libros en los que se presentan elementos
de geometr´ıa, teor´ıa de nu´meros y proporciones; contiene 467 proposiciones, 23 definiciones,
5 postulados y 5 nociones comunes. Los primeros cuatro libros tratan temas de geometr´ıa
plana, el quinto, teor´ıa de proporciones aplicado a magnitudes en general, el sexto estudia
la geometr´ıa de figuras semejantes. Los libros 7 al 9 esta´n dedicados a la teor´ıa de nu´meros,
el de´cimo desarrolla la teor´ıa de los inconmensurables y los restantes tratan sobre geometr´ıa
de los so´lidos.
Gran parte de los teoremas que encontramos en los Elementos fueron demostrados por
matema´ticos que precedieron a Euclides como Teodoro de Cirene, Pita´goras, Hipo´crates de
Qu´ıos, Teeteto de Atenas y Eudoxo de Cnido entre otros; aunque se reconocen ciertos des-
cubrimientos, construcciones y pruebas realizados por el mismo Euclides. En los Elementos,
las demostraciones esta´n restringidas al uso de la regla sin marcar y el compa´s, prohibiendo
el uso de la medicio´n de valores particulares a cambio de la comparacio´n generalizada entre
magnitudes.
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Este me´todo fue sustituido progresivamente con el uso del a´lgebra y la trigonometr´ıa para dar
solucio´n a los problemas en los que no eran suficientes las construcciones geome´tricas. Con
los Elementos de Euclides, el me´todo de exhaucio´n y estudio de los so´lidos de Arqu´ımedes y
el ana´lisis de las secciones co´nicas de Apolonio, finalizo´ pra´cticamente el auge de la geometr´ıa
griega
1.3.5 Los hindu´es
Las matema´ticas ve´dicas se situ´an entre 1500 y 800 a.c. Los vedas eran producciones lit-
erarias en los que aparec´ıan resultados geome´tricos dentro de ape´ndices llamados Vedangas
En estos ape´ndices se hallaron los Sulbasutras, textos dedicados a la geometr´ıa de los altares
caracter´ısticos de los rituales brahma´nicos y que eran construidos con restricciones de a´rea
para cuadrados, c´ırculos y trapecios. Entre los procedimientos descritos estaban: construir
un cuadrado de a´rea equivalente a la suma de otros dos cuadrados, cuadrar el a´rea de un
recta´ngulo y la construccio´n de 43 tria´ngulos a partir de 6 iso´sceles para obtener la Sriyantra
o “gran objeto”, figura usada en la meditacio´n [16].
Durante el periodo cla´sico que comprende los siglos IV al XV se destaca la figura de
Brahmagupta, un matema´tico que aproximo´ el valor de pi, estudio´ las propiedades de los
cuadrila´teros inscriptibles bajo la influencia de los griegos y generalizo´ la fo´rmula de Hero´n
para dichos cuadrila´teros, adema´s de conocer las expresiones para calcular sus diagonales
conociendo la medida de sus lados. [15] Los avances en trigonometr´ıa fueron el fruto de las
observaciones astrono´micas. Los hindu´es descubrieron varias relaciones trigonome´tricas y
usaron semicuerdas para obtener valores del seno de diferentes arcos.
Las razones que impulsaron a los hindu´es hacia el estudio de las matema´ticas y la astronomı´a
fueron de orden sacramental, es decir que la construccio´n de la ciencia en la India al igual
que en Grecia se vio´ en sus inicios, condicionada por las convicciones religiosas y por su
mitolog´ıa.
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1.3.6 Aportes en la edad media y posteriores
Con la invencio´n de la imprenta por Johannes Gutenberg, se facilito´ la divulgacio´n masiva
de material bibliogra´fico en Europa, de all´ı se infiere que fue un factor determinante en
el ascenso de la cultura desde la edad media hasta el renacimiento, debido al acceso que
tuvieron los europeos a los antiguos documentos griegos despue´s de la caida del imperio
bizantino en 1453. Algunos de los avances vinculados al concepto de pol´ıgono en esa e´poca
fueron:
Jordanius Nemorarius : En el siglo XIII escribio´ sus obras “Liber phylotegni De triangulis”
donde presenta relaciones entre las a´reas y per´ımetros de pol´ıgonos regulares inscritos, cir-
cunscritos y aplicacio´n de fo´rmulas para el lado de pol´ıgonos regulares de 3, 4 y 6 lados y
una aproximacio´n para el hepta´gono [15]. Se le atribuye tambie´n la obra: “De isoperimetris”
que coincide en nombre con la obra de Zenodoro (ca. 200 a.C. - ca. 100 a.c.).
Thomas Bradwardine (c.1290 - 1349): Cle´rigo cato´lico, en su libro Geometria Speculativa
explica la construccio´n de pol´ıgonos estrellados de orden inferior por extensio´n de los lados
de los pol´ıgonos regulares y determino´ la fo´rmula para la suma de sus a´ngulos internos [15].
Ghiyath Al-Kashi(c.1380 - 1429): En su libro Miftah al-hisab de 1427 mejoro´ significativa-
mente la aproximacio´n de pi hecha por Arqu´ımedes quien obtuvo 3 cifras decimales, logrando
expresarlo con 16 cifras decimales, resultado de circunscribir un c´ırculo en un pol´ıgono de
3× 228 lados.
Leonardo Da Vinci(1452 - 1519): Si bien no es el primer artista en utilizar proporciones
geome´tricas en la pintura, llego´ a convertirse en uno de los ma´s representativos y aplicados
en este tema. Utilizo´ en sus obras pol´ıgonos regulares aproximados, lu´nulas cuadrables,
figuras geome´tricas semejantes, disen˜ando para ello apa´ratos similares a panto´grafos.
George Mohr(1640 - 1697): En su compendio Euclides Curiosi muestra la solucio´n al prob-
lema general a la construccio´n de un penta´gono regular usando u´nicamente regla y compa´s.
De forma sorprendente muestra en su obra Euclides Danicus que las construcciones hechas
con regla y compa´s, pueden obtenerse so´lo con el compa´s [5]. Se conoce hoy en d´ıa este
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resultado como el teorema de Mohr-Mascheroni.
Carl Friedrich Gauss(1777-1855): Conocido con el apelativo de “Pr´ıncipe de las matema´ticas”,
es considerado como uno de los ma´s brillantes matema´ticos de la historia. Obtuvo´ impor-
tantes resultados en astronomı´a, matema´ticas y f´ısica. Construyo´ el pol´ıgono regular de 17
lados usando regla y compa´s. Despue´s de analizar la divisio´n del c´ırculo llego´ a la conclusio´n
que un pol´ıgono regular con un nu´mero primo 1 p de lados puede construirse con regla y
compa´s si y solo si p es un nu´mero de la forma:
p = 22
n
+ 1
Con n ∈ N [5]. Los pol´ıgonos regulares que cumplen esta condicio´n tienen 3, 5, 17, 257,...
lados.
Pierre Laurent Wantzel(1814-1848): En 1837 publico´ un art´ıculo en el Journal de Mathe´ma-
tiques Pures et Applique´es, 2 con una demostracio´n algebraica rigurosa de la imposibilidad de
trisecar un a´ngulo o duplicar un cubo usando regla y compa´s. Adema´s demostro´ el teorema
de Gauss sobre pol´ıgonos construibles:
“Los u´nicos pol´ıgonos regulares construibles son aquellos que tienen un nu´mero n de lados
que es potencia de 2 o producto de una potencia de 2, por uno o ma´s nu´meros primos de
Fermat”
Recapitulacio´n
Ma´s que revisar la evolucio´n del concepto de pol´ıgono, hemos ilustrado algunos resultados que
debido al estudio de sus propiedades y aplicaciones pra´cticas se han producido. Notamos la
inclinacio´n de las antiguas culturas por la geometr´ıa aplicada a la construccio´n de estructuras
de cara´cter religioso y hasta esote´rico; y el surgimiento de las primeras afiliaciones sociales de
ı´ndole acade´mico donde los griegos reflejaron su visio´n del mundo en la que existe conexio´n
1Nu´meros de la forma p = 22
n
+ 1 se conocen como nu´meros de Fermat Euler probo´ que no todos esos
nu´meros son primos
2Volumen 2 pa´ginas 366-372
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entre filosof´ıa y matema´ticas.
Luego evidenciamos la necesidad que tuvieron los griegos por extender su matema´tica hacia
otros horizontes, abriendo espacio para nuevas disciplinas; el a´lgebra, la trigonometr´ıa y la
teor´ıa de nu´meros principalmente. Solo as´ı, sobrepasando los obsta´culos epistemolo´gicos y
metodolo´gicos que implicaba la geometr´ıa restringida a la regla y compa´s, se lograron avances
significativos en la solucio´n de los tres problemas cla´sicos.
Es as´ı como finaliza este cap´ıtulo; con los aportes ma´s sobresalientes que tuvieron lugar
desde el siglo XIII hasta el XIX, periodo durante el cual se retomo´ el trabajo de los griegos
y se dio´ respuesta definitiva a los problemas de los construibles, gracias a los teoremas y
demostraciones de Gauss y Wantzel.
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Cap´ıtulo 2
Del constructivismo al
construccionismo
Todos los docentes en algu´n momento de nuestra vida profesional nos hemos cuestionado so-
bre el me´todo de ensen˜anza ma´s eficiente, el que garantice que nuestros estudiantes adquieran
conocimiento y que este sea perdurable. Con el tiempo optamos por crear un me´todo propio
a partir de nuestras experiencias, por que la ensen˜anza no es absoluta, no es independiente
del sujeto; es totalmente subjetiva, por cuanto no existe un u´nico camino para llegar a ella.
De la misma forma ocurre con el aprendizaje, no llegamos a imaginar a todos los individuos
aprendiendo al un´ısono, construyendo el conocimiento por ide´nticos caminos, con una sola
gu´ıa y un objetivo comu´n. De ser as´ı no habr´ıa consistencia en los procesos de ensen˜anza -
aprendizaje.
No obstante, lo que s´ı hay en la comunidad educativa, espec´ıficamente en las facultades de
educacio´n en pregrado o en posgrado, es un consenso sobre las principales teor´ıas cognitivas,
de aprendizaje o enfoques pedago´gicos que deben ser conocidos por los futuros docentes. Se
ensen˜an entonces los fundamentos epistemolo´gicos del conductismo, de la teor´ıa cognoscitiva
social, del constructivismo, del aprendizaje significativo y las inteligencias mu´ltiples, entre
otras. De las anteriores, la teor´ıa que tiene mayor renombre por las investigaciones a las que
ha dado lugar, a las implicaciones en las pra´cticas de docentes alrededor del mundo, de las
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vertientes que han surgido gracias a esta teor´ıa y por supuesto a los resultados que confirman
su efectividad en funcio´n de sus preceptos; es el constructivismo.
2.1 El constructivismo de Piaget: s´ıntesis
Se afirma que el movimiento constructivista pedago´gico 4 surgio´ en 1967 con la publicacio´n
del art´ıculo de Jean Piaget Lo´gica y conocimiento cient´ıfico. En palabras de [11] el cons-
tructivismo “tiene su origen en Piaget y se enfoca en el cara´cter activo del aprendiz, quien
interactu´a con el entorno ya sea solo o con otros; el aprendizaje es la construccio´n y la
reorganizacio´n cualitativa de las estructuras del conocimiento resultantes”. Similar es la
perspectiva del MEN, al considerar que el estudiante como sujeto activo amplia, valora y
evalu´a sus preconceptos descartando aquellos que son calificados por e´l como inu´tiles de
igual forma “Esta construccio´n y reconstruccio´n de sentidos y significados matema´ticos, que
el estudiante vive en la tensio´n entre lo que ya sabe o cree saber y lo que se le propone para
aprender, genera en e´l una posicio´n activa y una actitud positiva para enfrentar esos nuevos
aprendizajes” [9].
Si bien se enfatiza en los esta´ndares del MEN en el aprendizaje significativo como marco
epistemolo´gico para la ensen˜anza en Colombia, su postura en general apunta a la inclusio´n de
las caracter´ısticas distintivas de otras teor´ıas, entre ellas la ensen˜anza para la comprensio´n
y constructivismo. Por esta razo´n es conveniente reconocer las caracter´ısticas ma´s sobre-
salientes de esta teor´ıa con miras a entender, como veremos en la siguiente seccio´n, el devenir
del construccionismo de Papert.
El constructivismo intenta describir los mecanismos mediante los cuales los individuos lle-
gamos a la adquisicio´n y desarrollo de destrezas y conocimientos, bajo el supuesto de ser
aprendices activos que descubren por s´ı mismos las relaciones que de fondo existen entre
conceptos y que llevan a la estructuracio´n del pensamiento. Se sostiene que el aprendizaje
esta plenamente condicionado por el ambiente y por la interaccio´n rec´ıproca con otras per-
4Las connotaciones del constructivismo son variadas, sobresalen adema´s del pedago´gico, el filoso´fico y el
matema´tico
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sonas, es decir, que se requiere de algu´n tipo de adaptacio´n entre el conocimiento adquirido
y el contexto o la realidad de la que hace parte el aprendiz. Pero ¿que´ significa aprendizaje?
El aprendizaje es un cambio perdurable en la conducta o en la capacidad de comportarse
de cierta manera, el cual es resultado de la pra´ctica o de otras formas de experiencia [17].
Para que este cambio comportamental, conductual y cognitivo tenga efecto, interviene otro
aspecto: la etapa o estadio cognitivo.
No todas las personas tienen predisposicio´n para el aprendizaje, existen limitantes para que
a una determinada edad se adquieran conocimientos con diferentes grados de complejidad,
por ejemplo, solo en casos excepcionales un nin˜o de 8 an˜os comprender´ıa el concepto de
funcio´n o las operaciones entre vectores; en condiciones normales ninguno lo har´ıa. As´ı, los
estadios cognitivos prescriben el comportamiento del individuo y su capacidad para aprender.
En el estadio de las operaciones formales, en el que se concentra nuestro intere´s y al que
pertenecen los estudiantes de educacio´n me´dia, los jo´venes estructuran su pensamiento lo´gico
y desarrollan una visio´n ma´s elaborada del mundo. Es esta la edad indicada para instruir-
los en temas “ma´s exigentes”, como la introduccio´n a las demostraciones matema´ticas, el
planteamiento de situaciones hipote´ticas y la modelacio´n de problemas complejos en otras
palabras, los nin˜os ya no se enfocan exclusivamente en lo tangible, las capacidades de razo-
namiento mejoran y los nin˜os piensan en mu´ltiples dimensiones y en propiedades abstractas
[17].
Ya se ha mencionado que el aprendizaje depende de la edad o madurez biolo´gica que a la
vez esta´ directamente asociada a la idea de estadio cognitivo, del contexto ambiental o el
espacio f´ısico donde se desenvuelve el individuo y el contexto social en el que confluyen la
interaccio´n con los dema´s y consigo mismo. Adicionalmente hallamos otro aspecto definitivo
y sin el cual los otros tres carecer´ıan de sentido, se trata del equilibrio. El proceso de ajuste
o adaptacio´n del sujeto a un nuevo conocimiento recibe el nombre de equilibracio´n. Dos
factores se combinan para dar pie a la adquisicio´n de conocimientos, de una parte se encuentra
la asimilacio´n, entendida como la incorporacio´n de un elemento exterior (informacio´n, objeto,
acontecimiento, etc.) a un esquema de conocimiento ya desarrollado [13] y de otra, la
acomodacio´n que resulta del juicio de valor entre los preconceptos y el nuevo conocimiento del
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cual se discrimina si resulta pertinente o no, complementario a un esquema o si controvierte
uno o ma´s paradigmas por completo.
2.2 El papel del docente constructivista
Si lo que deseamos es instruir a los estudiantes en un ambiente constructivista debemos en
nuestro rol de maestros, hacerlos participes del conocimiento, arquitectos de estructuras men-
tales so´lidas y ante todo despertar su intere´s por aprender. Para que esta tarea sea exitosa,
sugerimos fortalecer la labor docente tomando como referencia los siguientes aspectos:
− Comprender e identificar el nivel de desarrollo cogniscitivo de nuestros estudiantes y
ajustar la ensen˜anza a sus necesidades.
− Plantear actividades pra´cticas que mantengan activos a los estudiantes, incorporando
elementos de la cotidianeidad, con los que este´n familiarizados.
− Conformar y renovar constantemente, grupos de trabajo en los que se discutan y re-
suelvan problemas que generen intere´s y requieran trabajo en equipo.
− Estructurar clases de forma que los estudiantes se acerquen a situaciones proble´micas,
mediante la manipulacio´n de objetos, recoleccio´n de datos, y la observacio´n de feno´-
menos que ma´s adelante puedan ser modelados por ellos.
− Generar espacios que acusen un grado de dificultad suficiente para que los estudiantes
se cuestionen acerca de lo que creen saber sin llevarlos a la confusio´n. As´ı se establece
un ejercicio reflexivo en el cual tendra´n que contrastar sus hipo´tesis y presaberes con
la nueva informacio´n, inducie´ndolos as´ı a la acomodacio´n y asimilacio´n de conceptos.
Seguramente estas sugerencias encajen con las concepciones de aprendizaje propias de otras
corrientes del constructivismo, o acaso con las de otras teor´ıas. Por esto no ser pueden ignorar
los trabajos de Vygotski, Ausubel, Novak y Gardner, entre otros, de los que se mencionan
como precursores del discurso actual sobre competencias [9]. Sin embargo, optamos por el
modelo Piagetiano, por estar estrechamente ligado a los or´ıgenes del construccionismo.
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2.3 El construccionismo de Papert
Son evidentes las repercusiones del constructivismo en la formulacio´n y consolidacio´n de los
curr´ıculos tanto en Europa como en Ame´rica. Piaget y Vygotski, los mayores representantes
del constructivismo, demarcaron durante el siglo pasado el camino que seguir´ıa la educacio´n
hasta nuestros d´ıas y Colombia sin ser la excepcio´n, adopto´ un modelo educativo que se
basa en la construccio´n y el descubrimiento del conocimiento, donde se contempla que el
aprendizaje debe ser significativo para el estudiante.
Si revisamos el desarrollo histo´rico de las teor´ıas del aprendizaje, es claro que Jean Piaget
inspiro´ a muchos otros investigadores interesados por la epistemolog´ıa de la educacio´n, que
vieron en su teor´ıa un terreno fe´rtil para iniciar sus propias investigaciones. Uno de los
partidarios del constructivismo que tuvo mayor contacto con Piaget, fue en su momento
Seymour Papert, con quien trabajo´ en la Universidad de Ginebra desde 1959 hasta 1963.
Papert, doctorado en matema´ticas y fundador del instituto de inteligencia artificial del MIT,
1 creo´ el lenguaje de programacio´n Logo siguiendo los lineamientos del constructivismo.
2.3.1 El surgimiento de Logo
La ensen˜anza de conceptos geome´tricos usando lenguajes interpretados de programacio´n tuvo
sus or´ıgenes en Estados Unidos. A finales de la de´cada de los ochenta, se popularizo´ el uso
del programa Logo en las escuelas norteamericanas. Fue tanto el auge suscitado por este
programa, que se le considero´ como la teor´ıa educacional ma´s prometedora del momento
para la ensen˜anza de conceptos geome´tricos. Logo fue disen˜ado por Danny Bobrow, Wally
Feurzeig y Seymour Papert, como una herramienta dida´ctica que contaba con un entorno
y lenguaje de programacio´n fa´cil y atractivo para los jo´venes, que ofrec´ıa la posibilidad de
manejar pequen˜os robots o generar gra´ficos en pantalla mediante una serie de instrucciones
geome´tricas.
Uno de los intereses de Seymour Papert, fue desarrollar herramientas que le permitieran al
1Massachusetts Institute of Technology
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estudiante responder de una forma sencilla a retos intelectuales, operaciones y problemas de
aritme´tica y geometr´ıa por medio de programas hechos en Logo; de modo que se cumplieran
las premisas del enfoque constructivista segu´n la corriente Piaget-Montessori [12]. Actual-
mente en algunas escuelas norteamericanas se continu´a usando Logo bajo la supervisio´n de la
fundacio´n que lleva el mismo nombre y el MIT, y se han creado versiones en otros lenguajes
de programacio´n bajo el ro´tulo de geometr´ıa de la tortuga.
2.3.2 Sobre el construccionismo
Al igual que las dema´s corrientes, el movimiento pedago´gico construccionista pretend´ıa com-
plementar o llenar los vac´ıos que el construtivismo pudiese tener, sin abandonar su esencia.
En el construccionismo, Seymour Papert ve´ıa una extensio´n del constructivismo, [8] as´ı que
sus ideas no difer´ıan mucho de las premisas de Piaget, su mentor en el a´mbito educativo. Pa-
pert cre´ıa decididamente en el aprendizaje esponta´neo y natural que segu´ıa a la interaccio´n
del sujeto con los dema´s y con el ambiente; [12] adicionalmente le preocupaba que los pro-
gramas de las escuelas fuesen r´ıgidos, excluyentes y tradicionalistas, sin embargo sent´ıa que
Piaget lo hab´ıa marcado profundamente a nivel teo´rico y filoso´fico y que su teor´ıa hab´ıa sido
subestimada pues, ma´s alla de estudiar como se aprende una ciencia como las matema´ticas,
es posible estudiar la matema´tica misma[12], aspecto que segu´n e´l no fue tenido en cuenta
antes porque no exist´ıa un ambiente computacionalmente rico.
En el desarrollo de su nueva postura, Papert considerado como un visionario de la ciencia
computacional, agrego´ al aprendizaje un nuevo componente: el uso de los medios informa´ticos
y tecnolo´gicos en el aula. En la de´cada de los setenta Papert presagio´ la popularizacio´n y
la reduccio´n de los costos de los computadores y como influir´ıan en el futuro pro´ximo en
la educacio´n; por esto centro´ su atencio´n en facilitar el aprendizaje, en particular de las
matema´ticas usando ordenadores. Despu´es de reflexionar sobre la naturaleza del aprendizaje
asistido por computador, Papert llego´ a la conclusio´n que al igual que para llegar a la
comprensio´n de un concepto recurrimos a nuestro lenguaje natural, nuestras preconcepciones
y el contexto; ser´ıa necesario comprender el lenguaje de la ma´quina para programarla y
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entender como funciona de modo que al interactuar con ella - y no simplemente manipularla
- experimentar´ıa algu´n tipo de metacognicio´n.
2.3.3 Caracter´ısticas del construccionismo
La creacio´n de estructuras de mentales es el objetivo tanto del constructivismo como del
construccionismo, pero identificar los mecanismos que llevan al conocimiento es esencial
para valorar los aportes de cada teor´ıa. Segu´n Papert el ambiente propicio para construir
estructuras mentales es aquel en el cual el aprendiz se involucra en proyectos que son per-
sonalmente significativos para e´l [6], que exigen la dedicacio´n conciente del aprendiz a la
construccio´n de un objeto de dominio pu´blico, ya sea que se trate de una teor´ıa que jus-
tifique el color del cielo, la readaccio´n de un texto o la elaboracio´n de una maqueta. A
continuac´ıon se mencionan otras caracter´ısticas que pueden acercar (no definir) al lector a
la intencionalidad del construccionismo:
− El aprendizaje es mejor si se adquiere desde la pra´ctica y no por medios tradicionales,
pero es au´n mejor si se complementa con la interlocucio´n con los dema´s y la reflexio´n
sobre la forma en que lo hemos hecho.
− La tecnolog´ıa no representa de ninguna forma una respuesta a la problema´tica educa-
tiva, pero su uso puede ofrecer una amplia gama de contextos a los que los estudiantes
no acceder´ıan si la ensen˜anza fuese instruccional.
− La manipulacio´n, experimentacio´n y comprensio´n del funcionamiento de los objetos
f´ısicos son etapas propias de la construccio´n del conocimiento.
− La ensen˜anza del conocimiento formal no se debe limitar al verbalismo, de esta forma
los estudiantes
− El uso de la inteligencia artificial, entendida como una ciencia cognoscitiva y no como
un aparato programado o algu´n tipo de tecnolog´ıa para operar con mayor velocidad;
permite a los estudiantes pensar personal, informal y concretamente sobre los procesos
mentales [12].
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− La elaboracio´n de procedimientos o me´todos computacionales en el aula es consecuente
con la interpretacio´n cada vez menos abstracta del concepto involucrado.
− La matema´tica se concibe como un solo cuerpo 2 compuesto por estructuras indepen-
dientes: de orden, topolo´gicas y algebraicas que se aprenden paralelamente bajo el
mismo sistema formal.
− El trabajo asociativo es indispensable para que los estudiantes con mayor experiencia
en un tema perfeccionen sus destrezas al apoyar a los que no las han desarrollado.
− Como aprendices los nin˜os y jo´venes no esta´n exentos de cometer equivocaciones. En
el construccionismo se procura que los errores se transformen en oportunidades y para
que la comprensio´n de un tema sea profunda, estos son indispensables.
Papert discernio´ con bastante anticipacio´n lo que le deparar´ıa al uso de los ordenadores
cuando se popularizaran y acepto´ que podr´ıan incorporarse naturalmente a la ensen˜anza
escolar; que en el aula ser´ıan cada vez ma´s comunes y necesarios para que la labor del
docente evolucionara al ritmo de los avances tecnolo´gicos y que los nin˜os se adaptaran tan
ra´pido como fuera posible a los cambios que sufrir´ıa la sociedad.
El movimiento de la pedagog´ıa informa´tica o digital como Papert prefer´ıa llamarla, se
ha posicionado como una prioridad en los curr´ıculos encaminados a la transversalidad del
conocimiento y por ello no deber´ıa descartarse a priori, como una opcio´n para la ensen˜anza
de las matema´ticas. De esta forma queda decir que la teor´ıa del construccionismo retoma
vigencia por cuanto obedece a las exigencias de la sociedad moderna y sobre todo a la visio´n
de mundo que construyen hoy en d´ıa los estudiantes.
2Hipo´tesis que derivo´ en principio Piaget del trabajo del grupo Bourbaki sobre estructuras madre o
fundamentales
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Breve introduccio´n al mo´dulo turtle
de Python
3.1 Acerca de Python
Python es un lenguaje de programacio´n interpretado y multiplataforma; es decir que el co´digo
de un programa se ejecuta a trave´s de un interprete, funciona en casi cualquier sistema o-
perativo, esta orientado a objetos y su tipado es dina´mico. Fue creado a principios de los
noventa por el investigador holande´s Guido Van Rossum, quien motivado por desarrollar el
sistema operativo conocido como amoeba opto´ por crear un lenguaje con menos limitaciones
y problemas que el ABC, lenguaje que usualmente utilizaba el Centrum Wiskunde & Infor-
matica grupo de investigacio´n al que pertenec´ıa. Este programa se distribuye actualmente
con licencia GNU (General public license) significa los usuarios finales de Python tienen la
libertad de usar, estudiar, compartir (copiar) y modificar el software.
3.1.1 Instrucciones de instalacio´n
− Ingresar a la pa´gina oficial de python: https://www.python.org/
− Acceder a la pestan˜a “Downloads” donde se presenta una lista con las diferentes ver-
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siones y sistemas operativos disponibles.
− Descargar el instalador ma´s reciente; actualmente es Python 3.4.1 (la descarga no tiene
costo)
− Instalar y abrir mediante la ruta de acceso en windows: Inicio, todos los programas,
python 3.4.1, IDLE (Python GUI).
3.1.2 Ambiente de desarrollo integrado IDLE
IDLE es un editor predeterminado que ofrece funciones de bu´squeda y depuracio´n simbo´lica.
Al ingresar a e´l se muestra una ventana interactiva encabezada por la versio´n, fecha y
plataforma. Por ejemplo en la versio´n 3.3.3 para windows, aparece algo como:
Python 3.3.3 (v3.3.3:c3896275c0f6, Nov 18 2013, 21:18:40) [MSC v.1600 32 bit
(Intel)] on win32
Type ‘‘copyright", ‘‘credits" or ‘‘license()" for more information.
>>>
Despue´s de ingresar al ambiente IDLE, conviene abrir un nuevo espacio de trabajo, seleccio-
nando la opcio´n “New file” en la pestan˜a File. Al terminar el programa se oprime F5 para
ejecutarlo, orden que se cumplira´ siempre que se haya guardado el archivo con antelacio´n.
3.2 Geometr´ıa de la tortuga
La geometr´ıa de la tortuga, fue desarrollada a finales de la de´cada de los sesenta por el grupo
Logo de investigacio´n de inteligencia artificial del MIT; como un conjunto de procedimientos
que le permit´ıan al usuario controlar a un robot virtual con forma de tortuga que pod´ıa dejar
o no, un trazo sobre los lugares por los cuales se mov´ıa.
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Por ejemplo, imagine que desea mover la tortuga de un punto cualquiera a otro. En primer
lugar necesitar´ıa un punto de partida o de referencia tal como el origen de un sistema carte-
siano. Para llegar al punto deseado se podr´ıa indicar el nu´mero de unidades (rigurosamente
hablando, se trata de pixeles) que debe desplazarse en una direccio´n determinada por un
a´ngulo. En el mo´dulo turtle ya esta´n predefinidas este tipo de instrucciones y se establece
como posicio´n inicial aquella en la que la cabeza de la tortuga apunta hacia el este o la
derecha. Si lo que se quiere es mover la tortuga 100 unidades hacia la direccio´n que apunta
su cabeza, utilizando la instruccio´n forward() o abreviadamente fd(); se puede escribir:
forward(100)
Sin embargo, se debe recordar que en el lenguaje de programacio´n Python*, es necesario
llamar al mo´dulo turtle como se muestra a continuacio´n:
from turtle import*
forward(100)
De otra parte, si es necesario introducir un a´ngulo para cambiar la orientacio´n actual de la
tortuga en te´rminos de un a´ngulo en grados y en el sentido de las manecillas del reloj, se
utiliza la instruccio´n right() o rt(). Las instrucciones rec´ıprocas a forward y right son
respectivamente: back()- bk() y left() - lt() es decir, moverse en la direccio´n opuesta a
la que apunta la cabeza de la tortuga y rotar en el sentido opuesto a las manecillas del reloj.
3.2.1 Ejemplo 1: construccio´n de un cuadrado
A continuacio´n se muestran diferentes me´todos para construir un cuadrado con lados para-
lelos a los ejes, de 80 unidades de lado:
from turtle import*
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fd(80)
rt(90)
fd(80)
rt(90)
fd(80)
rt(90)
fd(80)
Figura 3.1: Cuadrado en turtle
Con este me´todo se traza un cuadrado en el lienzo con la base en la direccio´n del eje x, si
se cambia la instruccio´n rt() por lt(), se obtiene un cuadrado sime´trico al anterior con
respecto al mismo eje.
Cuando un me´todo como el descrito presenta regularidades o instrucciones que se repiten
ordenadamente, se puede recurrir a la iteracio´n o a una funcio´n para resumir el programa, en
otras palabras, se logra aumentar su eficiencia reduciendo el nu´mero de ordenes. El co´digo
usando iteracio´n con el comando for es el siguiente (se omitira´ a partir de este punto el
encabezado from turtle import*):
for i in range (1,5):
fd(80)
rt(90)
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La sangr´ıa en la segunda y tercera l´ınea se conoce como “indentado”, es imprescindible y
equivale a cuatro espacios horizontales o un espacio del tabulador. Otra opcio´n consiste en
escribir una funcio´n en te´rminos de la longitud del lado:
def cuadrado1(x):
i = 1
while i <= 4:
fd(x)
rt(90)
i = i+1
#---------------------------
a = 80
cuadrado1(a)
Nota: El s´ımbolo # se utiliza para introducir comentarios que sin afectar la ejecucio´n del
programa
3.2.2 Ejemplo 2: trazado de c´ırculos
El segmento y el c´ırculo son conceptos que jugaron un papel fundamental en las construc-
ciones y demostraciones geome´tricas en la antigu¨edad y au´n en nuestros d´ıas conservan
un alto contenido pedago´gico e histo´rico que rinde bastantes frutos en la ensen˜anza de la
matema´tica elemental. Con la intencio´n de dotar al usuario de herramientas suficientes
para realizar construcciones complejas; el modulo turtle incluye adema´s de la instrucciones
de movimiento vistas en el ejemplo 1, instrucciones para trazar arcos y circunferencias. A
continuacio´n se muestran dos construcciones sencillas:
C´ırculo de 50 unidades radio, centrado en el punto (0,25)1
1La flecha en la gra´fica indica la posicio´n inicial y final de la tortuga en el punto (0,0)
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circle(50)
Arco de circunferencia con centro en el punto (0,25), radio 50 unidades y 180 grados de
amplitud:
speed(0) #aumenta la velocidad de animacio´n en un rango de 0 a 11
circle(50,180) #Arco de 180◦ y 50 unidades de radio
Figura 3.2: C´ırculo y arco en turtle
3.2.3 Ejemplo 3: iteraciones
Python es un programa potente y versa´til, en e´l se pueden generar figuras complejas a partir
de la iteracio´n de otras ma´s simples, por cambios en su(s) para´metro(s). Por ejemplo si se
quiere dibujar cuatro c´ırculos de radio r con centros separados una distancia de 2r se emplea
el procedimiento:
r=50
speed(0)
for i in range (0,4):
pu()
fd(2*r)
pd()
circle(r)
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Figura 3.3: Iteracio´n de c´ırculos
En este programa la variable i cambia de valor a medida que se ejecuta el programa, haciendo
que el proceso se repita 4 veces.
3.2.4 Ejemplo 4: recursividad
Para iterar un evento, se puede manipular el valor de un lado o un a´ngulo para que aumente o
disminuya en funcio´n de una variable definida previamente; podemos entonces crear nuevos
procedimientos, mediante la variacio´n de los ya existentes empleando una estructura de
control recursiva en la que un procedimiento es a la vez un subprocedimiento. Por ejemplo
para dibujar una l´ınea quebrada que converja al centro (de forma similar a una espiral),
basta con reducir la longitud de cada segmento continuamente:
for i in range(0,10):
fd(50-5*i)
rt(90)
La variable i funciona como variable y contador (indica el nu´mero de pasos) y ma´s importante
au´n, permite hacer cambios sustanciales en la forma de la figura, ya sea por cambios en la
longitud de los segmentos o en el a´ngulo en que gira la tortuga.
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Figura 3.4: Recursividad
3.3 Geometr´ıa de la tortuga y plano cartesiano
3.3.1 El plano cartesiano
Desde el surgimiento de las primeras civlizaciones, fue evidente la necesidad del hombre
primitivo por establecer un sistema convencional de ubicacio´n que le permitiera conocer su
posicio´n relativa o bien, de algu´n sitio de intere´s general y comunicarla efectivamente a los
dema´s: lugares para pastar el ganado, santuarios, fuentes de agua para beber y de minerales
para forjar armas, campamentos militares y la delimitacio´n de terrenos y territorios, por
mencionar algunos ejemplos.
Con el transcurso del tiempo, se paso de la representacio´n mental a la palabra y de la
palabra al papel, emergiendo de esta forma los primeros delineantes de construccio´n y car-
tografos, quienes rudimentariamente sentaron las bases para la elaboracio´n de planos y ma-
pas basa´ndose en la nocio´n de sistemas de referencia, del concepto de semejanza y de la
proporcionalidad entre distancias.
Solo hasta el siglo XVII con la invencio´n del plano cartesiano, llamado as´ı en honor a Rene´
Descarte´s (1596-1650) se logro´ la unificacio´n de la geometr´ıa euclidiana y el a´lgebra en una
sola disciplina: la geometr´ıa anal´ıtica. Los usos de los sistemas cartesianos no han variado
mucho desde su invencio´n. en la actualidad se utilizan los euclidianos como herramientas
Cap´ıtulo 3 29
para la representacio´n de elementos geome´tricos y funciones y los no euclidianos en sistemas
de navegacio´n y GPS.
Caracter´ısticas del plano cartesiano
En geometr´ıa plana, el sistema coordenado cartesiano o de coordenadas cartesianas, es un
sistema bidimensional que se representa por medio de dos rectas perpendiculares o ejes identi-
ficados generalmente con las letras x e y que dividen el plano en cuatro regiones denominadas
cuadrantes. En la figura —- se observa la posicio´n del origen O con coordenadas (0, 0), la
numeracio´n de los cuadrantes y los signos de los puntos que pertenecen a ellos.
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Figura 3.5: Cuadrantes del plano cartesiano
La ubicacio´n de un punto P en el plano, esta´ determinada por un par ordenado de la forma
(x, y). En el sistema cartesiano o rectangular, la coordenada en el eje x (primer valor del par
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ordenado) o de las abscisas indica la longitud del segmento dirigido OA; de forma similar,
la coordenada en y o eje de las ordenadas representa la longitud del segmento OB. As´ı la
posicio´n del punto P corresponde a la interseccio´n entre las proyecciones PA y PB que son
perpendiculares a las coordenadas x e y respectivamente.
Distancia entre dos puntos
Uno de los conceptos que surge al comparar la posicio´n de dos puntos en el plano es el de
distancia. Se interpreta geome´tricamente la distancia como la longitud del segmento que une
dos puntos. En un sistema coordenado rectangular, su valor nume´rico puede calcularse con
el teorema de Pita´goras. Entonces la distancia d entre dos puntos P1(x1, y1) y P2(x2, y2) es:
d =
√
M x2+ M y2
d =
√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2
3.3.2 Geometr´ıa de la tortuga y el sistema coordenado
La nocio´n de sistema cartesiano es equivalente a la del lienzo que se muestra en pantalla
cuando ingresamos al mo´dulo turtle, de modo que, as´ı como se explico´ anteriormente pode-
mos asignar coordenadas tanto en x como en y para establecer la posicio´n de la tortuga con
respecto a un origen, dado por el comando home() que inclusive podemos modificar. Natu-
ralmente existen, al igual que al momento de representar una figura geome´trica en el papel;
limitaciones y ventajas en este sistema “cuasicartesiano”. El siguiente cuadro comparativo
ilustra las principales diferencias entre la geometr´ıa cartesiana y de la tortuga [1]:
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Geometrı´a cartesiana Geometrı´a de la tortuga
Relaciona las propiedades de las figuras
geome´tricas con marcos de referencia
definidos, hacie´ndolas dependientes de
ellos
Se enfoca en las propiedades intr´ınsecas
de las figuras sin privilegiar direcciones,
as´ı las figuras contienen las “ideas
matema´ticas” inherentes a ellas
Generaliza las posiciones y permite de-
scribir el lugar geome´trico de una curva
en un espacio global, extendido ideal-
mente al infinito
La posicio´n de la tortuga y los
movimientos que realiza son locales,
se definen en una parte muy reducida
del plano, aunque es posible ajustar
el movimiento de la tortuga a una
ecuacio´n
Mantiene el formalismo matema´tico de
las ecuaciones y la interpretacio´n de
los para´metros nume´ricos de forma que
amplia las posibilidades de ca´lculo
Describe objetos geome´tricos en
te´rminos de procedimientos a trave´s
de mecanismos simples o en ocasiones
recursivos e iterativos, permitiendo la
modelacio´n creativa
Table 3.1: Geometr´ıas cartesiana y de la tortuga
Cabe resaltar que las dos perspectivas enriquecen el trabajo en el aula y sin ser impres-
cindibles, cada una a su estilo tiende a favorecer el aprendizaje en uno o ma´s tipos de
pensamiento en particular: geome´trico, espacial, nume´rico o variacional. Por esta razo´n,
antes de iniciar cualquier trabajo pedago´gico en matema´ticas usando el mo´dulo turtle, es
recomendable analizar si es viable su uso o si es mejor optar por la ensen˜anza tradicional
acompan˜ada por el componente virtual.
3.3.3 Ejemplo 5: pol´ıgonos en el plano
El lienzo o espacio de trabajo de turtleesta dispuesto de forma que cada paso dado por
la tortuga corresponde a un pixel, significa que el nu´mero de pasos que la tortuga puede
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avanzar, dependen de las dimensiones de la pantalla. Por ejemplo en una pantalla de 14
pulgadas las dimensiones son aproximadamente de 1350 × 750 pixeles. Sin embargo, para
efectos pra´cticos, se puede ampliar o reducir (nume´ricamente) ese espacio. Las unidades de
medida son modificables tambie´n.
La representacio´n de un pol´ıgono en pantalla, por ejemplo de un tria´ngulo conociendo las
coordenadas de los ve´rtices, sigue pasos similares a los que se emplear´ıan al dibujar en el
papel:
pu() #levanta el la´piz para no dejar trazo
goto(10,20) #Va al punto indicado en para´ntesis; primer ve´rtice
pd() #Baja la´piz para reiniciar el trazo
goto(30,0) #Mueve la tortuga al segundo ve´rtice
goto(40,30) #Mueve la tortuga al tercer ve´rtice
goto(10,20) #Cierra el tria´ngulo
# Polı´gonos con ve´rtice en el origen, se cierran con el comando home()
Para pol´ıgonos con un nu´mero mayor de lados, basta con escribir las coordenadas de los
ve´rtices, aunque existe la opcio´n de construirlos con la medida de los lados y los a´ngulos.
3.3.4 Ejemplo 6: baricentro de un tria´ngulo
En este ejercicio de modelacio´n se muestran elementos ba´sicos de turtle para determinar la
ubicacio´n del baricentro de un tria´ngulo, esto con el fin de mostrar el ana´lisis matema´tico que
se requiere para concebir un programa de este tipo. Tengase en cuenta que el procedimiento
se ha generalizado para cualquier tria´ngulo al declarar las coordenadas de los ve´rtices como
variables.
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Enunciado del problema
Hallar las coordenadas del baricentro del tria´ngulo ABC que tiene como ve´rtices los puntos
A = (10, 80) B = (50,−35) C = (−60, 65) y graficarlo usando el mo´dulo turtle de
Python.
En el programa adjunto (que servira´ como referencia para resolver los ejercicios y problemas
de la propuesta) se comentan los principales pasos de la solucio´n del problema propuesto. En
primer lugar se definen las coordenadas de los ve´rtices del tria´ngulo, luego se halla el punto
medio de dos de los lados y estos se unen a los ve´rtices opuestos u homo´logos, obteniendo
as´ı las medianas. Finalmente, se hallan las ecuaciones de la recta de las dos medianas y se
resuelve el sistema de ecuaciones para determinar el punto donde se intersecan; es decir, el
baricentro.
a=10
b=80
c=50
d=-35
e=-60
f=65
g=c/2+e/2
h=d/2+f/2
i=a/2+e/2
j=b/2+f/2
Pend1=(h-b)/(g-a) #Calcula la pendiente de la mediana AD
Pend2=(j-d)/(i-c) #Calcula la pendiente de la mediana BE
PunC1=b-Pend1*a #Calcula el punto de corte de la mediana AD
PunC2=d-Pend2*c #Calcula el punto de corte de la mediana BE
Int_x=(PunC2-PunC1)/(Pend1-Pend2)
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Int_y=(PunC1*Pend2-PunC2*Pend1)/(Pend2-Pend1)
A=(a,b)
B=(c,d)
C=(e,f)
D=(g,h) #Punto medio del segmento
E=(i,j) #Punto medio del segmento
pu()
goto(A) #Mueve la tortuga al ve´rtice A
pd()
goto(B)
goto(C)
goto(A)
goto(D) #Dibuja la mediana AD
pu()
goto(B)
pd()
goto(E) #Dibuja la mediana BE
pu()
goto(Int_x,Int_y) #Mueve la tortuga al baricentro
dot() #Deja una marca en el baricentro
pu()
home() #Vuelve al origen
print("Pendiente AD= ", Pend1) #Devuelve la pendiente BC
print("Pendiente BE= ", Pend2)
print("Punto de corte AD=", PunC1)#Devuelve punto de corte de la mediana BC
print("Punto de corte BE=", PunC2)
print("Intercepto en x=",Int_x) #Devuelve la coordenada x del intercepto
print("Intercepto en y=",Int_y)
Cap´ıtulo 3 35
B
C
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Figura 3.6: Baricentro del tria´ngulo ABC
En las tablas del Anexo 3 figuran los comandos del mo´dulo turtle con la descripcio´n sobre sus
usos y para´metros. Para obtener mayor informacio´n dirigirse a la pa´gina oficial de Python
(en ingle´s) https://docs.python.org/3.4/index.html
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Cap´ıtulo 4
Aspectos disciplinares
En este cap´ıtulo revisamos algunas propiedades de los tria´ngulos (sabiendo que son funda-
mentales para el estudio de otros pol´ıgonos) y de los pol´ıgonos en general. Consideramos que
para comprender mejor el concepto de pol´ıgono, se necesita, adema´s de aplicar conocimientos
de trigonometr´ıa, conocer los criterios de congruencia y semejanza y algunos me´todos para
calcular a´reas y per´ımetros. Despue´s de esta corta revisio´n de los aspectos disciplinares,
los estudiantes contara´n con los fundamentos para resolver los ejercicios planteados en el
pro´ximo cap´ıtulo.
4.1 Tria´ngulos: generalidades y propiedades
B
A
C
c b
a
Figura 4.1: Tria´ngulo ABC
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Un tria´ngulo es una figura plana formada por 3 puntos no colineales denominados ve´rtices,
y tres segmentos o lados que unen a estos puntos de dos en dos. Un tria´ngulo se designa por
sus ve´rtices antecedidos por el s´ımbolo 4
4.1.1 Propiedades de los tria´ngulos
Las propiedades de los tria´ngulos, abajo relacionadas se adscriben a los elementos del
tria´ngulo ABC de la figura 4.1
a. La suma de las longitudes de dos de los lados de un tria´ngulo es siempre mayor que la
longitud del tercer lado
a < b+ c ∧ a > b− c
b. La suma de los a´ngulos interiores de un tria´ngulo es igual a 180◦1.
∠BAC + ∠ACB + ∠ABC = 180◦
c. El valor de un a´ngulo exterior de un tria´ngulo es igual a la suma de los dos interiores no
adyacentes.
∠BAC + ∠ACB = α ∧ α = 180◦∠ABC
d. Si un tria´ngulo tiene dos lados iguales, sus a´ngulos opuestos tambie´n son iguales.
Si a = b =⇒ ∠BAC = ∠ABC
e. Para todo tria´ngulo se cumple el teorema del seno.
senA
a
=
senB
b
=
senC
c
f. Para todo tria´ngulo se cumple el teorema del coseno.
c2 = a2 + b2 − 2 a b cosC
g. En un tria´ngulo a mayor lado se opone mayor a´ngulo.
h. Todos los tria´ngulos son convexos y son los u´nicos pol´ıgonos que no tienen diagonales
1La demostracio´n se encuentra en los Elementos de Euclides: proposicio´n I-32
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4.1.2 Tria´ngulos congruentes
En geometr´ıa si dos figuras tienen el mismo taman˜o y forma, se denominan congruentes.
Supongase que se dibujan dos tria´ngulos en dos hojas de papel y al colocarse una sobre otra
sus ve´rtices coinciden, entonces cada par de lados y a´ngulos correspondientes son congruentes,
por lo tanto los tria´ngulos tambie´n lo son.
Postulados de congruencia
• Postulado de la congruencia LAL si dos lados y el a´ngulo comprendido de un tria´ngulo
son respectivamente congruentes con dos lados y el a´ngulo comprendido de otro tria´n-
gulo, entonces los dos tria´ngulos son congruentes.
A
B
C
E
F
D
Figura 4.2: Congruencia Lado-a´ngulo-lado LAL
Si

AB = DE
∠B ∼= ∠E =⇒4ABC ∼= 4DEF
BC = EF
• Postulado de la congruencia ALA Si dos a´ngulos y el lado comprendido de un tria´ngulo
son respectivamente congruentes con dos a´ngulos y el lado comprendido de otro tria´n-
gulo, entonces los dos tria´ngulos son congruentes.
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A
B
C
E
F
D
Figura 4.3: Congruencia Lado-a´ngulo-lado ALA
Si

BC = DE
∠B ∼= ∠E =⇒4ABC ∼= 4DEF
∠C ∼= ∠F
• Postulado de la congruencia LLL Si los tres lados de un tria´ngulo son respectivamente
congruentes con los tres lados de o tro tria´ngulo, entonces los dos tria´ngulos son con-
gruentes.
A
B
C
E
F
D
Figura 4.4: Congruencia Lado-a´ngulo-lado LLL
Si

AB = DE
BC = EF =⇒4ABC ∼= 4DEF
AC = DF
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4.1.3 Tria´ngulos semejantes
Dos tria´ngulos son semejantes, si las medidas de los lados correspondientes son proporcionales
y los a´ngulos correspondientes congruentes.
A
B
C D
E
F
γ
β
α α
β
γ
Figura 4.5: Tria´ngulos semejantes
Se cumple para los tria´ngulos ABC y DEF semejantes, 4ABC ∼ 4DEF :
AB
DE
=
BC
EF
=
AC
DF
= k
Donde k es la razo´n de semejanza.
Casos de semejanza
Primer caso:
Si
 ∠A ∼= ∠D∠B ∼= ∠E =⇒4ABC ∼ 4DEF
Segundo caso:
Si
 ∠A ∼= ∠DAB
DE
= AC
DF
=⇒4ABC ∼ 4DEF
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Tercer caso:
Si
AB
DE
=
BC
EF
=
AC
DF
=⇒4ABC ∼ 4DEF
4.1.4 A´rea de una regio´n triangular
El a´rea de una regio´n triangular puede hallarse de varias formas, en funcio´n de los lados,
del inradio, exradio, circunradio y con elementos de trigonometr´ıa; aqu´ı relacionamos las
fo´rmulas ma´s comunes:
a. En funcio´n de la base b y la altura h
A =
b h
2
b. En funcio´n de los lados a, b, c: fo´rmula de Hero´n
A =
√
s (s− a) (s− b) (s− c)
Donde s es el semiper´ımetro del tria´ngulo:
s =
a+ b+ c
2
c. Fo´rmula trigonome´trica
A =
1
2
a b senα
Donde a, b, c son las medidas de los lados del tria´ngulo y p = a+ b+ c
4.1.5 L´ıneas y puntos notables
Mediana: Es el segmento que une el punto medio de cada lado con el ve´rtice opuesto. Las
tres medianas concurren en un punto llamado baricentro o centroide.
Bisectriz: Es la recta que pasa por el ve´rtice del tria´ngulo y que divide el a´ngulo interior
en dos partes iguales. Las tres bisectrices de un tria´ngulo concurren en un punto conocido
como incentro.
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Mediatriz: Es una recta perpendicular a un lado que pasa por su punto medio. Las
mediatrices de un tria´ngulo concurren en un punto equidistante de los ve´rtices conocido
como circuncentro.
Altura: Es el segmento que une a un ve´rtice con el lado opuesto o su prolongacio´n, formando
un a´ngulo recto. Las alturas concurren en un punto llamado ortocentro.
4.2 Pol´ıgonos
La palabra pol´ıgono proviene del griego pioλu´ polu´ “muchos” y γωνoς gon´ıa “a´ngulos”. Los
pol´ıgonos son figuras geome´tricas planas formadas por segmentos de recta que se unen en
n puntos distintos conocidos como ve´rtices. En un pol´ıgono tres ve´rtices adyacentes no son
colineales.
4.2.1 Elementos de un pol´ıgono
A
B
C D
E
H
G
F
I
Figura 4.6: Elementos de un pol´ıgono
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- Ve´rtices: A, B, C, D, E
- Lados: AB, BC, CD, DE, EF
- A´ngulos interiores: ∠EAB, ∠ABC, ∠BCD, ∠CDE, ∠DEA
- A´ngulos exteriores: ∠HCB, ∠IDC, ...
- Diagonal: BE. Son los segmentos que unen ve´rtices no consecutivos
- Diagonal media: FG. Son segmentos que unen los puntos medios de dos lados
- Per´ımetro: AB +BC + CD +DE + EA
4.2.2 Clasificacio´n de pol´ıgonos
De acuerdo a su convexidad:
a. Convexos: Si toda recta que contiene a uno de sus lados lo ubica en un mismo semiplano.
En consecuencia sus a´ngulos interiores miden menos de 180◦ o pi radianes
b. No convexos: Si por lo menos existe una recta que conteniendo a uno de sus lados lo
divide en uno y otro semiplano. Entonces, uno o ma´s a´ngulos interiores miden ma´s de
180◦
Semiplano
Semiplano
Figura 4.7: Pol´ıgonos convexo y no convexo
Clasificacio´n de pol´ıgonos segu´n su regularidad
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a. Equia´ngulos: Si sus a´ngulos interiores tienen la misma medida
120◦
120◦
120◦
120◦
120◦
120◦
Figura 4.8: Hexa´gono equia´ngulo
b. Equila´teros: Tienen sus lados congruentes
A B
C
D
E
Figura 4.9: Penta´gono equila´tero
c. Regulares: Son equia´ngulos y equila´teros a la vez
A B
C
D
E
F
G
Figura 4.10: Hepta´gono regular
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d. Irregulares: Sus lados o a´ngulos son desiguales
A
B
C
D
Figura 4.11: Cuadrila´tero irregular
4.2.3 Propiedades de los pol´ıgonos
Se cumple para todo pol´ıgono que:
− El nu´mero de lados es igual al nu´mero de ve´rtices e igual al nu´mero de a´ngulos inte-
riores. Notamos el nu´mero de lados por n
− El nu´mero de a´ngulos exteriores es el doble del nu´mero de lados
− El nu´mero de diagonales medias que pueden trazarse desde un lado es igual a n− 1
− El nu´mero de diagonales trazadas desde un ve´rtice es igual a n− 3
− El nu´mero de tria´ngulos que se forman al trazar diagonales desde un ve´rtice, es igual
a n− 2
− La suma de los a´ngulos interiores esta´ dada por la expresio´n 180(n− 2)
− La suma de los a´ngulos exteriores es 360◦
− El nu´mero total de diagonales Nd es:
Nd =
n (n− 3)
2
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− El nu´mero total de diagonales medias Ndm es:
Ndm =
n (n− 1)
2
− Los a´ngulos interiores β se calculan como la diferencia entre dos a´ngulos rectos y el
a´ngulo central:
β =
180◦ (n− 2)
n
=
pi (n− 2)
n
= 180◦ − α
− El a´ngulo exterior γ definido como la amplitud entre un lado y la prolongacio´n del
adyacente, tiene la misma medida que el a´ngulo central:
γ =
360
n
− La suma de los a´ngulos centrales es 360◦ o 2 pi radianes
− Todos los pol´ıgonos regulares son inscribibles
Propiedades de los pol´ıgonos regulares:
− Todos los a´ngulos α con ve´rtice en el centro del pol´ıgono (a´ngulos centrales) son con-
gruentes y se relacionan con el nu´mero de lados n mediante la expresio´n
α =
360◦
n
=
2pi
n
− Los a´ngulos interiores β se calculan como la diferencia entre dos a´ngulos rectos y el
a´ngulo central:
β =
180◦(n− 2)
n
=
pi(n− 2)
n
= 180◦ − α
− El a´ngulo exterior γ definido como la amplitud entre un lado y la prolongacio´n del
adyacente, tiene la misma medida que el a´ngulo central:
γ =
360
n
− La suma de los a´ngulos centrales es 360◦ o 2pi radianes
− Todos los pol´ıgonos regulares son inscribibles
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4.2.4 A´rea de un pol´ıgono regular
La deduccio´n de las expresiones que definen el a´rea de un pol´ıgono en funcio´n del nu´mero de
lados y los restantes para´metros: apotema, longitud de los lados y radio de la circunferencia
circunscrita; se presenta en el Anexo 2.
− En funcio´n del per´ımetro y la apotema: el a´rea A de un pol´ıgono regular de n
lados, es igual al producto entre el semiper´ımetro y la apotema a:
A =
Pa
2
=
Lna
2
Donde L es la longitud un lado del pol´ıgono.
− En funcio´n del nu´mero de lados y la apotema:
A = a2 n tan
(pi
n
)
− En funcio´n del nu´mero de lados y el radio:
A =
n r2 sen
(
2pi
n
)
2
− En funcio´n de la longitud y el nu´mero de lados:
A =
nL2
4 tan
(
180
n
)
Cap´ıtulo 5
Propuesta dida´ctica
5.1 Identificacio´n del problema
La ensen˜anza de conceptos geome´tricos ha recuperado con el tiempo el lugar que llego´ a
ocupar en el pasado cuando se le consideraba necesaria para que los estudiantes alcanzaran
un grado superior de formalizacio´n conceptual y se aproximaran a la construccio´n de la
ciencia a trave´s del conocimiento de los me´todos y sistemas axioma´ticos desarrollados desde
la antigu¨edad. Sin embargo, en la actualidad observamos que no se ampl´ıan ni profundizan
los contenidos geome´tricos tanto en primaria como en secundaria, notamos que no existe
conciencia por parte de los estudiantes sobre las aplicaciones de la geometr´ıa en su diario
vivir o de como puede llegar a beneficiarlos en la comprensio´n de conceptos matema´ticos
presuntamente divergentes: me´trico, nume´rico y variacional.
Estos aspectos hacen alusio´n al componente pedago´gico de la ensen˜anza de las matema´ticas y
obrar´ıamos mal si no contemplamos nuestra responsabilidad como docentes en esta situacio´n,
puesto que intentamos cen˜irnos a las directrices del MEN en cuanto al cumplimiento del
programa y la intensidad horaria, dejando de lado la opinio´n y la visio´n de los estudiantes
sobre el a´rea.
Si indagamos la percepcio´n que tienen los estudiantes, seguramente escucharemos, sin im-
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portar el grado en el que se encuentren, que la mayor dificultad que enfrentan en la escuela
es precisamente la matema´tica y esta condicio´n se acentu´a a medida que avanzan en su for-
macio´n acade´mica. Como consecuencia de los problemas actitudinales: inseguridad, desin-
tere´s, prejuicio y la falta de compromiso; su desempen˜o dentro y fuera del aula no es el mejor.
De otro lado, se hace latente que nuestra principal falla es mantener vigente la imagen del
docente convencional, que persiste en sus pra´cticas pedago´gicas distantes de las necesidades
de los estudiantes y que se caracteriza por la poca creatividad para proponer actividades
alternativas, que en lugar de ofrecer respuestas anticipadas o predecibles, despierten en el
estudiante el intere´s por responder a preguntas que ellos mismos formulen.
Es as´ı como los estudiantes tropiezan con obsta´culos epistemolo´gicos y afectivos que les
dificultan comprender que las matema´ticas aparte de ser u´tiles en la vida real, permiten
alcanzar niveles superiores de razonamiento en esta y otras a´reas. De ser as´ı, en el caso de la
geometr´ıa los llevar´ıa ma´s alla de la construccio´n de figuras para determinar su per´ımetro,
a´rea o volumen; probablemente hasta descubrir e interpretar algunas de sus propiedades y
la relacio´n que tienen los objetos geome´tricos con otras ramas de la matema´tica, de manera
que se conviertan en sujetos activos, no solo en el aula de clase sino tambie´n en la sociedad.
Teniendo presente el panorama planteado anteriormente y sabiendo que nuestra motivacio´n
como docentes de matema´ticas es la divulgacio´n del conocimiento en te´rminos sencillos y
precisos, nos remitimos a un concepto que consideramos clave para el desarrollo cognitivo
del estudiante de educacio´n media y su desempen˜o en pruebas escritas tanto internas como
externas; se trata del concepto de pol´ıgono. Por esta razo´n nos preguntamos:
¿Cua´l estrategia dida´ctica permitir´ıa a los estudiantes de grados de´cimo y unde´cimo y par-
ticularmente a los del Colegio Sierra Morena, construir el concepto de pol´ıgono mediante el
uso de ordenadores?
5.1.1 El porque´ de la ensen˜anza asistida por computador
En una sociedad como la nuestra, caracterizada por vivir en constante transformacio´n, resulta
evidente para cualquier persona que el progreso tanto individual como colectivo se encuentra
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estrechamente relacionado con los avances tecnolo´gicos y sus aplicaciones en la cotidianei-
dad. Sin embargo, lo que no parece obvio es que para crear herramientas tecnolo´gicas se
requiere una gran cantidad de conocimientos espec´ıficos de ciencias como matema´ticas, f´ısica,
electro´nica, etc. en otras palabras, es indispensable la transicio´n desde el sentido comu´n al
conocimiento cient´ıfico. Es por esta razo´n que los organismos internacionales que evalu´an la
calidad de la educacio´n, han centrado su atencio´n en la implementacio´n de las tecnolog´ıas de
la informacio´n y la comunicacio´n para favorecer a los estudiantes en su intencio´n por com-
prender los conceptos que se les ensen˜an habitualmente durante su formacio´n acade´mica.
Uno de los propo´sitos de estos organismos es analizar la situacio´n actual de las TIC, ha-
ciendo hincapie´ en que su evolucio´n en la escuela debe continuar para cambiar el paradigma
metodolo´gico, en el cual se prescinde de las fuentes de informacio´n u´nicas y del aprendizaje
aislado de modo que el intercambio de la informacio´n es ahora una norma que se debe cumplir
para que las TIC converjan como una red unificada en torno a la computadora . Se ha visto
entonces, que el intere´s por globalizar la informacio´n ha llevado a los docentes a usar con
mayor frecuencia el computador como recurso pedago´gico y dida´ctico en el aula y as´ı llamar
la atencio´n del estudiante sobre las diversas aplicaciones que tienen sus objetos de apren-
dizaje en la realidad. Los estudiantes prefieren modelar que teorizar y en lo que se refiere
a matema´ticas, ya sea aritme´tica, algebra, trigonometr´ıa, estad´ıstica o geometr´ıa, siempre
respondera´n que es ma´s clara la informacio´n si se complementa con otras representaciones,
especialmente aquellas que estimulan sus sentidos.
Es as´ı como esta propuesta dida´ctica pretende aprovechar recursos tan importantes y cono-
cidos como el computador y los programas informa´ticos, para que el estudiante inicie su
camino por las sendas del orden, el rigor y formalismo que se hallan impl´ıcitos en los algo-
ritmos aplicados en matema´ticas.
5.1.2 Esta´ndares del MEN: pensamiento geome´trico
El MEN, en los Esta´ndares de Competencias en Matema´ticas, plantea que la educacio´n de
calidad es el objetivo hacia el cual apuntan las pol´ıticas pu´blicas del gobierno. Para obtener
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mejores resultados en cuanto a calidad educativa, se conciben entre otros aspectos, la efi-
ciencia del sistema educactivo y las habilidades sociales desarrolladas por el individuo para
desenvolverse en la vida cotidiana: formacio´n en valores, resolucio´n de conflictos, produc-
tividad y convivencia. En este sentido se fijan para´metros de calidad que de hecho no se
limitan a la simple evaluacio´n del rendimiento acade´mico de los estudiantes. Al referirse a
las matema´ticas el MEN hace latente esta visio´n humanista y pragma´tica de la educacio´n:
“La educacio´n matema´tica debe responder a nuevas demandas globales y na-
cionales, como las relacionadas con una educacio´n para todos, la atencio´n a la
diversidad y a la interculturalidad y la formacio´n de ciudadanos y ciudadanas con
las competencias necesarias para el ejercicio de sus derechos y deberes democra´ticos”
Poblacio´n objetivo
La propuesta dida´ctica esta´ dirigida a estudiantes de grados de´cimo y unde´cimo del Colegio
Sierra Morena IED, localizado en Ciudad Bol´ıvar, aunque queda abierta a su aplicacio´n en
otras instituciones. Las edades de los estudiantes esta´n entre los 14 y 18 an˜os, caracterizados
por presentar dificultades socio-afectivas, vivir en una zona deprimida, con poco desarrollo
urban´ıstico y que ofrece escasas oportunidades acade´micas y laborales. El e´nfasis del colegio
es el a´rea de artes y su PEI: ?Por una institucio´n viva, activa y proyectada al siglo XIX?.
De acuerdo a los Esta´ndares de Competencias en Matema´ticas del MEN los estudiantes del
ciclo cinco esta´n en capacidad de:
• Identificar en forma visual, gra´fica y algebraica algunas propiedades de las curvas.
• Identificar caracter´ısticas de localizacio´n de objetos geome´tricos en sistemas de repre-
sentacio´n cartesiana.
• Usar argumentos geome´tricos para resolver y formular problemas en contextos matema´-
ticas y en otras ciencias.
• Conjeturar y verificar propiedades de congruencias y semejanzas entre figuras bidimen-
sionales y entre objetos tridimensionales en la solucio´n de problemas.
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• Aplicar y justificar criterios de congruencia y semejanza entre tria´ngulos en la resolucio´y
formulacio´n de problemas.
• Usar represntaciones geome´tricas para resolver y formular problemas en las matema´ticas
y otras disciplinas.
Perspectivas
Actualmente el intere´s por los pol´ıgonos gira en torno a su uso en el dibujo te´cnico y a las
aplicaciones computacionales como la modelacio´n en 2 y 3D, que generalmente se basan en
la tria´ngulacio´n de pol´ıgonos (o randerizacio´n) cuyos ve´rtices representan datos topogra´ficos.
Este nuevo campo de exploracio´n matema´tica ha recibido el nombre de geometr´ıa computa-
cional y podr´ıa ser una alternativa para conjugar la ensen˜anza de la geometr´ıa poligonal y
la programacio´n.
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COLEGIO SIERRA MORENA IED
GUIA DE APRENDIZAJE No 1
PUNTOS Y REGIONES EN EL PLANO CARTESIANO
MATEMA´TICAS GRADO DE´CIMO - UNDE´CIMO
Objetivos
- Reconocer regiones del plano determinadas por intervalos
- Identificar las caracter´ısticas del plano cartesiano y asociarlas con el sistema coordenado
virtual del modulo turtle
- Reconstruir figuras a partir de las coordenadas de los ve´rtices de pol´ıgonos
- Calcular distancia entre puntos
- Trasladar figuras geome´tricas en el plano
Actividades
Preguntas exploratorias
Despue´s de consultar informacio´n acerca de los antecedentes de la formulacio´n del sistema
coordenado rectangular por parte de Rene´ Descartes, se organizan grupos de tres a cua-
tro estudiantes para que realicen una exposicio´n en la que se respondan por concenso las
siguientes preguntas
¿Que´ es geometr´ıa? ¿Que´ tipos de geometr´ıa conocen y cua´les son sus caracter´ısticas?
¿Existe un sistema coordenado diferente al cartesiano? ¿Cua´l? ¿En que´ se diferenc´ıan?
¿Cua´les son las aplicaciones del plano cartesiano en la vida cotidiana?
¿Co´mo se calculan las distancias en el plano cartesiano y que unidades de medicio´n de
distancias conocen?
¿Cua´l es el criterio utilizado para ubicar un punto o una recta en el plano?
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¿A que´ tipo de movimientos en el plano, puede someterse un punto, un segmento o una
figura geome´trica?
Posterior a la fase exploratoria, se sugiere que el docente retroalimente la informacio´n, ase-
gura´ndose de surtir de fuentes a los estudiantes para cotejar las informacio´n socializada en
clase. La extensio´n de esta actividad y las dema´s que se proponen dependera´n de la prioridad
que se de´ a los aspectos epistemolo´gicos, teo´ricos y dida´cticos.
Ejercicios propuestos
Los ejercicios que se plantean en esta gu´ıa, deben resolverse y luego modelarse en el mo´dulo
turtle de Python, individualmente
1. Marcar la posicio´n y determinar el cuadrante al que pertenecen los puntos:
• (45,78)
• (205,-24)
• (-190,-171)
• (5,93)
• (-54,184)
2. Dibujar cuadrados con lados paralelos a los ejes x e y de 50 unidades de lado con
ve´rtice inferior izquierdo ubicado en los puntos:
• (0,0)
• (10,20)
• (-20,80)
3. Dibujar cuadrados con lados paralelos a los ejes x e y de 50 unidades de lado con
ve´rtice inferior derecho ubicado en los puntos:
• (105,-78)
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• (-92,-210)
• (-92,-210)
Determinar las coordenadas de los ve´rtices restantes y luego verificarlas con los resul-
tados en pantalla
4. Sombrear la regio´n determinada por los intervalos:
• 10 ≤ x ≤ 80 y 40 ≤ y ≤ 110
• −50 ≤ x ≤ 0 y −80 ≤ y ≤ −20
• −250 ≤ x ≤ 250 y −100 ≤ y ≤ 100
Responder: ¿Que´ figura se obtiene en cada caso? ¿Cua´les son su a´rea y per´ımetro?
5. Escribir las instrucciones necesarias para trasladar las figuras del punto anterior 50
unidades a la izquierda y 60 unidades hacia arriba:
6. Trazar dos segmentos de 100 unidades que formen un a´ngulo de 60◦
7. Reconstruir el paralelogramo que se muestra a continuacio´n e indicar los pasos emplea-
dos para hacerlo:
400
424α = 135◦
8. Determinar las coordenadas del ve´rtice que unido a los extremos del segmento trazado
desde el origen hasta el punto (75,120) forma un tria´ngulo equila´tero y ubicarlo en el
plano cartesiano
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9. Determine los intervalos en los ejes x e y para los cuales se define la siguiente regio´n
del plano
−1 1 2 3 4 5 6 7 8 9
−3
−2
−1
1
2
0
A
B C
D
Responder: ¿Cua´les sera´n los intervalos que definen a la regio´n anterior, si se desplaza
5 unidades a la derecha y 7 hacia abajo? ¿Cua´les deben ser los desplazamientos para
que el ve´rtice C coincida con el origen?
10. Escribir las coordenadas de los ve´rtices del tria´ngulo ABC y determinar el conjunto
de puntos que pertenecen a esa regio´n del espacio.
−7 −6 −5 −4 −3 −2 −1
−3
−2
−1
1
2
0
A
BC
Representar la figura anterior en turtle determinar la distancia entre cada par de
puntos y escribir el co´digo o procedimiento necesario para trasladarla 20 unidades a la
izquierda y 15 arriba.
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11. Realizar un esbozo de la figura que se obtiene al ejecutar el siguiente procedimiento en
turtle:
fd(100)
rt(90)
fd(100)
rt(90)
fd(50)
rt(90)
fd(50)
rt(90)
fd(100)
rt(90)
fd(25)
rt(90)
fd(25)
rt(90)
fd(50)
lt(45)
fd(100)
¿Que´ sucede si se agrega la instruccio´n for i in range(1,10): antes de la primera
instruccio´n?
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COLEGIO SIERRA MORENA IED
GUIA DE APRENDIZAJE No 2
CONSTRUCCIO´N DE TRIA´NGULOS Y REVISIO´N DE ALGUNAS DE SUS
PROPIEDADES
MATEMA´TICAS GRADO DE´CIMO - UNDE´CIMO
Objetivos
- Analizar e interpretar las propiedades de los tria´ngulos
- Construir y clasificar tria´ngulos con caracter´ısticas definidas en sistemas coordenados
cartesianos
- Aplicar conocimientos de geometr´ıa y trigonometr´ıa en la resolucio´n de tria´ngulos
- Descubrir me´todos para determinar la posicio´n de puntos o l´ıneas notables
- Reconocer relaciones entre los tria´ngulos y otros pol´ıgonos ma´s complejos
Preguntas exploratorias
Se plantea esta actividad para que de manera participativa los estudiantes respondan las
siguientes preguntas bajo el ro´tulo de “lluvia de ideas” esto con el fin de explorar sus pre-
concepciones a trave´s de la oralidad.
¿Cua´les son las caracter´ısticas de los tria´ngulos?
¿Co´mo se clasifican los tria´ngulos?
¿Que me´todos matema´ticos conocen para resolver tria´ngulos y de que depende su uso?
¿Que´ y cua´les son las l´ıneas notables de un tria´ngulo? ¿Que procedimiento se emplea para
construirlas con regla y compa´s?
Ejercicios propuestos
Los ejercicios que se plantean en esta gu´ıa, deben resolverse y luego modelarse en el mo´dulo
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turtle de Python, individualmente
1. Construir y clasificar los tria´ngulos que tienen ve´rtices en los puntos:
• A = (12, 58) B = (−30, 20) y C = (−60, 37)
• D = (−30, 22) E = (85,−53) y F = (0, 25)
• G = (12, 58) H = (−30, 20) y I = (−60, 37)
• J = (12, 58) K = (−30, 20) y L = (−60, 37)
2. Calcular el per´ımetro de los tria´ngulos del primer punto. Hallar la medida de los lados
en cada caso y el a´rea de cada tria´ngulo con la fo´rmula de Hero´n.
3. Usar el programa del ejemplo 6 de este escrito para hallar el baricentro de los tria´ngulos
del primer punto, utilizando las tres posibles combinaciones de las medianas (alternar
pares de ve´rtices).
4. Para el tria´ngulo de la figura adjunta:
−5 −4 −3 −2 −1 1 2
−4
−3
−2
−1
1
0
A
B
C
Hallar
- Su per´ımetro y a´rea
- La ecuacio´n de la recta de las bisectrices
- La medida de los a´ngulos internos
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- Construir un tria´ngulo con igual per´ımetro pero diferente a´rea
- Construir un tria´ngulo de a´rea equivalente y diferente per´ımetro
5. Construir si es posible tria´ngulos que tengan las siguientes medidas (las longitudes
esta´n dadas en pixeles y los a´nguloos en grados), en caso contrario explicar porque´ no
es se puede hacer.
B
A
C
c b
a
• a = 50 B = 23◦ y C = 75◦
• a = 75 b = 40 y c = 28
• A = 80◦ B = 110◦ y c = 100
• b = 50 B = 70◦ y C = 85◦
• a = 50 b = 36 y B = 54◦
• a = 60 b = 31 y c = 59
6. Escribir en una hoja los pasos que se deben seguir para hallar el incentro de un tria´ngulo
cualquiera, conociendo sus ve´rtices y luego escribir el co´digo de turtle correspondiente.
7. Construir dos tria´ngulos semejantes y uno congruente a los tria´ngulos del punto anterior
que sean construibles y representarlos en un mismo lienzo del mo´dulo turtle.
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COLEGIO SIERRA MORENA IED
GUIA DE APRENDIZAJE No 3
CONSTRUCCIO´N DE POLI´GONOS REGULARES E IRREGULARES
MATEMA´TICAS GRADO DE´CIMO - UNDE´CIMO
Objetivos
- Interpretar, representar y crear figuras geome´tricas con caracter´ısticas definidas
- Clasificar pol´ıgonos de acuerdo a la medida de sus lados y a´ngulos
- Calcular per´ımetros y a´reas de pol´ıgonos regulares e irregulares
- Aplicar propiedades de los pol´ıgonos para resolver problemas geome´tricos
- Reconocer, representar e identificar los elementos geome´tricos que caracterizan a difer-
entes pol´ıgonos
Preguntas exploratorias
La lectura del primer cap´ıtulo en clase servira´ de gu´ıa a los estudiantes que deseen profundizar
sus conocimientos en los contextos histo´rico y cultural, que determinaron el desarrollo de la
geometr´ıa. Como actividad complementaria se debe solicitar la consulta de nuevas fuentes
bibliogra´ficas y el programar una presentacio´n sobre este tema, incluyendo un ana´lisis su-
perficial de las demostraciones que dieron solucio´n a los problemas cla´sicos. A continuacio´n
se formulas algunas preguntas orientadoras.
¿Cua´les pol´ıgonos son construibles con regla y compa´s?
¿Co´mo se calcula el per´ımetro y el a´rea de un pol´ıgono regular ¿Se puede hacer sin conocer
la longitud de los lados?
¿Cua´les fueron los principales obsta´culos que se presentaron para la construccio´n de pol´ıgonos
regulares con regla y compa´s?
¿Que propiedades de los pol´ıgonos regulares conocen y como podr´ıan demostrarse matema´ticamente?
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Describa la relacio´n entre ciencia y filosof´ıa que caracterizo´ a las antiguas comunidades
cient´ıficas.
¿Co´mo puede calcularse el a´rea de un pol´ıgono irregular?
Las construcciones que se plantean en esta gu´ıa deben realizarse en el mo´dulo
turtle de Python.
1. Medir los lados y a´ngulos de los siguientes pol´ıgonos usando la regla y el transportador,
luego construirlos y Clasificarlos:
a) b)
c) d)
A
B
C
D
E F
G
H
I
J
K
L
M
N
O
P
QR
S
T
2. Para los pol´ıgonos del punto anterior determinar el nu´mero de diagonales y diagonales
medias. En el mo´dulo turtle construir adema´s el cuadrila´tero ABCD y el hepta´gno
EFGHIJK con sus diagonales y determinar la longitud de las mismas.
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3. Construir un penta´gono regular de 150 unidades de lado, trazar su apotema, calcular
su longitud y determinar las coordenadas de su centro y ve´rtices y hallar su a´rea en
funcio´n de la apotema y el nu´mero de lados.
4. La siguiente figura corresponde a la letra “E” escrita como un pol´ıgono. Escribir los
pasos empleados en la construccio´n de las letras I, L, F, E y H en el modulo turtle con
una altura de 200 unidades, ancho de 150 unidades y 28 unidades de grosor. Intentar
escribir el procedimiento previamente en el papel.
5. Para cada una de las figuras requeridas en el punto anterior, calcular su a´rea y
per´ımetro. Responder: ¿Es posible obtener un cuadrado de la misma a´rea en cada
caso? ¿Co´mo?
6. La figura adjunta representa un sector de Bogota´ visto en google maps. Suponiendo
que se trata de un trapecio y que la medida de los lados esta en deca´metros, determinar
el per´ımetro del pol´ıgono, calcular su a´rea y la longitud de sus diagonales.
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7. A continuacio´n se representan dos pol´ıgonos regulares; un penta´gono y un hexa´gono
con igual longitud de lado.
A B
C
DE
F
G
H
I
Con respecto a la figura anterior:
- Calcular el per´ımetro y el a´rea de cada pol´ıgono y el valor del a´ngulo AIB.
- Escribir el procedimiento general para construir un pol´ıgono regular de lado cono-
cido y reconstruir las dos figuras si AB = 95.
- Calcular el nu´mero y la longitud de las diagonales y diagonales medias del hexa´gono.
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- Construir el hexa´gono que tiene como lados los segmentos AIyAB. Responder:
¿es posible recubrir el plano con estas dos tipos de pol´ıgono?
La construccio´n de pol´ıgonos estrellados se obtienen por la extensio´n de los lados de
un pol´ıgono convexo o por la combinacio´n de tria´ngulos congruentes rotando secuen-
cialmente a un mismo a´ngulo. En turtlese puede reproducir fa´cilmente la regularidad
de un pol´ıgono estrellado, usando iteraciones. Veamos un ejemplo
A B
C
D
EF
G
H
• Describir con sus palabras el movimiento que debe hacer la tortuga del lenguaje
Python para delinear el pol´ıgono estrellado que resulta de la extensio´n de dos
lados no consecutivos de la figura.
• Intentar construir el pol´ıgono estrellado con sus diagonales y formule una hipo´tesis
o un teorema que establezca las condiciones necesarias para dibujar pol´ıgonos
estrellados. (Se sugiere la lectura del primer cap´ıtulo de [12])
• Calcular el per´ımetro y las a´reas tanto del pol´ıgono exterior como del interior si
AB = 40
8. Para el siguiente pol´ıgono, s´ımbolo de la escuela Pitago´rica, verificar si se cumplen
las propiedades de los pol´ıgonos de la seccio´n 4.2.3. Identificar las regularidades del
pol´ıgono estrellado y deducir propiedades de este tipo de pol´ıgonos.
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AB
C
D
E
F
G
HI
J
9. Construir el pol´ıgono adjunto, calcular la diferencia entre las a´reas del hexa´gono regular
y el hxa´gono estrellado, si AK = 70. Luego inscribir un hexa´gono estrellado en el
regular e intentar deducir el algoritmo de iteracio´n.
A B
C
DE
F
G
H
I
J
K
L
10. Revisar en el Anexo 3 la funcio´n que cumplen los comandos del siguiente co´digo ye
intentar reproducir las instrucciones en el papel, usando regla y transportador. Despu´es
explicar los cambios que sufre la figura resultante al modificar el nu´mro de lados.
from turtle import*
from math import*
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speed(12)
n=8
a=360.0/n
l=50
fillcolor("purple")
begin_fill()
for i in range (0,n):
fd(l)
rt(a)
end_fill()
fd(l)
for j in range (0,n):
fillcolor("yellow")
begin_fill()
fd(0.5*l/cos(a*pi/180))
rt(2*a)
fd(0.5*l/cos(a*pi/180))
rt(-a)
end_fill()
mainloop()
Conclusiones y recomendaciones
Conclusiones
La descripcio´n histo´rica y epistemolo´gica del desarrollo del concepto de pol´ıgono del primer
cap´ıtulo, ilustra los principales obsta´culos que enfrentaron los matema´ticos desde la antigu¨edad
hasta nuestros d´ıas por tratar de conciliar su visio´n del mundo con resultados que para ellos
eran inconsistentes. De esta forma, el primer cap´ıtulo puede usarse a modo de introduccio´n
para la ensen˜anza de la constructibilidad de figuras en el plano y la irracionalidad tanto
geome´trica como nume´rica, que representaron tantas dificultades para la resolucio´n de los
tres problemas cla´sicos. En este sentido, los estudiantes sera´n concientes de la compleji-
dad que subyace a la construccio´n del conocimiento cient´ıfico y de co´mo sus propios errores
pueden trascender al momento de consolidar, concretar o formalizar sus esquemas mentales.
La implementacio´n de herramientas tecnolo´gicas e informa´ticas como el mo´dulo turtle de
python en la ensen˜anza de conceptos matema´ticos, abre nuevas posibilidades a los docentes
para disen˜ar actividades en las que los estudiantes reconstruyen consciente y reflexivamente
el conocimiento; es decir que se convierten en sujetos activos en la dina´mica del proceso de
ensen˜anza-aprendizaje, adema´s de ver en los ordenadores herramientas que pueden llegar a
mediar entre sus nociones y preconcepciones y la adquisicio´n de nuevos conocimientos.
Los estudiantes pueden alcanzar niveles de aprendizaje significativos cuando se suman el-
ementos dida´cticos a la ensen˜anza tradicional; en otras palabras, cuando se enriquece el
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aspecto teo´rico del curr´ıculo con la aplicacio´n y ejecucio´n de actividades pra´cticas que se
caracterizan por exigir otros tipos de representaciones (gra´ficas, algor´ıtmicas, funcionales,
etc.) que les permitan apropiarse del conocimiento. Entonces al emplear herramientas in-
forma´ticas como el mo´dulo turtlede Python para la ensen˜anza del concepto de pol´ıgono, se
puede esperar que el estudiante comprenda cua´les son sus regularidades, caracter´ısticas y
propiedades, que demuestre intere´s por aprender, se encuentre motivado para hacerlo y este´
en capacidad de proponer soluciones a los problemas planteados desde diferentes perspecti-
vas.
La metodolog´ıa propuesta en este trabajo puede facilitar la incorporacio´n de tema´ticas de
diferente ı´ndole a las clases de matema´ticas, debido a la versatilidad del programa Python.
Pueden fa´cilmente ensen˜arse conceptos aritme´ticos, algebraicos y trigonome´tricos, si se hace
un trabajo conciente, reflexivo y colaborativo entre las dos partes; estudiantes y maestros.
No olvidemos que estamos en la era de la informacio´n y por consiguiente debemos adaptar
nuestras pra´cticas a los recursos y necesidades tecnolo´gicas propios de nuestro contexto; de la
misma forma como en el pasado se aceptaron nuevos paradigmas que permitieron enfrentar
con e´xito los obsta´culos epistemolo´gicos que limitaron el progreso de la Ciencia.
Recomendaciones
Las actividades que se plantean en esta propuesta se pueden aplicar en grados inferiores
omitiendo conceptos con los que el estudiante no se encuentra familiarizado. En los gra-
dos de ba´sica primaria pueden construirse figuras geome´tricas sencillas, ya sean cuadra-
dos, recta´ngulos o c´ırculos que lleven al estudiante a identificar sus propiedades intr´ınsecas:
a´ngulos internos, longitud de los lados y equidistancia, sin importar su posicio´n en el plano.
En educacio´n ba´sica secundaria conviene profundizar en la lo´gica de los algoritmos o co´digos,
la proposicio´n de funciones sencillas, la construccio´n de pol´ıgonos regulares y el uso de coor-
denadas cartesianas para calcular distancias.
La revisio´n de los programas que se incluyen en la carpeta Turtledemo del programa Python,
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que por defecto se encuentra en la carpeta python del disco local C en Windows, servira´
para reconocer los alcances y potencialidades del programa. Entre los ejemplos incluidos en
esa carpeta, se encuentran la modelacio´n de movimiento planetario mediante ecuaciones, la
iteracio´n de rotaciones y traslaciones en el plano que definen a los fractales y teselados y la
modelacio´n de so´lidos en perspectiva, entre muchos otros.
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Anexos
El siguiente co´digo permite manipular la tortuga con el mouse al ejecutarse el evento click
para dejar trazos en el lienzo.
Anexo 1: Movimiento de la tortuga con el mouse
import turtle
turtle.setup(400,500) #Define el tama~no de la ventana
wn = turtle.Screen()
wn.title("Movimiento de la tortuga con el mouse")
wn.bgcolor("lightgreen") #Color de la ventana
Tortuga = turtle.Turtle() #Se asigna un nombre a la tortuga
Tortuga.color("purple")
Tortuga.pensize(3)
Tortuga.shape("circle")
def h1(x, y):
Tortuga.goto(x, y)
wn.onclick(h1) # Se asocia la funcio´n h1 con el click del mouse
wn.mainloop()
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Anexo 2: A´rea de un pol´ıgono regular
− En funcio´n del per´ımetro y la apotema: el a´rea A de un pol´ıgono regular de n
lados, es igual al producto entre el semiper´ımetro y la apotema a:
A =
Pa
2
=
Lna
2
Donde L es la longitud de uno de los lados del pol´ıgono.
− En funcio´n del nu´mero de lados y la apotema:
Partiendo de
A =
Lna
2
Y dado α a´ngulo central y δ =
α
2
=
Pi
n
. Se deduce que
L = 2 a tan
(pi
n
)
Sustituyendo en la ec...
A =
2 a tan
(
pi
n
)
n a
2
Simplificando tenemos:
A = a2 n tan
(pi
n
)
− En funcio´n del nu´mero de lados y el radio: Si r es el radio´ de la circunferencia
circunscrita y a la apotema, tenemos que
L = 2 r sen δ ∧ a = r cos δ
Donde α = 2δ es el a´ngulo central. Sabiendo que el a´rea de un pol´ıgono regular es
A =
Lna
2
Sustituyendo el valor del lado y la apotema calculados anteriormente:
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A =
2n r sen δr cos δ
2
Se sustituye la identidad del a´ngulo doble 2 sen δ cos δ = sen (2 δ) y obtenemos:
A =
n r2 sen (2 δ)
2
Expresio´n equivalente a:
A =
n r2 sen
(
2 pi
n
)
2
− En funcio´n de la longitud y el nu´mero de lados:
Sea ϕ el a´ngulo formado entre uno de los lados del pol´ıgono y el r radio de la circun-
ferencia circunscrita
ϕ =
pi − α
2
=
pi − pi
n
2
=
pi (n− 2)
2n
Por la definicio´n de tangente tenemos:
tanα =
a
L
2
=
2 a
L
Entonces el valor de la apotema en funcio´n del lado es
a =
L tanϕ
2
Sustituimos la apotema en el a´rea del pol´ıgono:
A =
Lna
2
Obteniendo
A =
L2 n tanϕ
4
Con el valor conocido de ϕ dado al inicio
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A =
L2 n tan
(
pi(n− 2)
2n
)
4
Finalmente se deduce de la gra´fica que tan δ =
1
tanϕ
A =
nL2
4 tan
(
180
n
)
Anexo 3: Comandos del mo´dulo tortuga
En las tablas adjuntas se relacionan los principales comandos del mo´dulo Turtle y en forma
concisa, la funcio´n que cumple cada uno de ellos:
Dibujo y movimiento
forward()|fd()
Mueve la tortuga en l´ınea recta hacia donde apunta la
tortuga tantas unidades como se indique.
back() bk()
Mueve la tortuga en l´ınea recta hacia la direccio´n op-
uesta a la cabeza de la tortuga (o punta de flecha)tantas
unidades como se indique.
right()|rt()
Gira a la tortuga a la derecha (en el sentido de las
manecillas del reloj) tantas unidades angulares como se
indique. Se puede establecer la medida en grados o ra-
dianes.
left()|lt()
Gira la tortuga en el sentido opuesto a las manecillas del
reloj, tantas unidades angulares como se indique.
penup()|pu()|up() Levanta el la´piz (no dibuja cuando se mueve).
down()
Ubica el la´piz sobre el “lienzo” para continuar con el
dibujo.
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speed()
Determina la velocidad de la tortuga. Su para´metro es
un entero en el rango de 0 a 10.
goto() setpos()
setposition()
Mueve la tortuga a una posicio´n absoluta. Si el la´piz
esta abajo, traza la l´ınea pero no cambia su orientacio´n.
home()
Mueve la tortuga al origen; es decir, a las coordenadas
(0,0).
setx()
Establece la coordenada en x manteniendo la coorde-
nada en y invariable.
sety()
Establece la coordenada en y manteniendo la coorde-
nada en x invariable.
setheading() seth()
Define la orientacio´n de la tortuga segu´n el a´ngulo, en el
modo standard los valores predeterminados son 0=este,
90=norte, 180 oeste y 270=sur.
circle()
Dibuja un c´ırculo con un radio determinado.
Tambie´n dibuja arcos de circunferencia teniendo
como para´metros el radio y el a´ngulo que por defecto
esta dado en grados.
dot()
Dibuja un c´ırculo con un dia´metro definido como un
entero mayor o igual a 1.
stamp()
Estampa una copia de la forma de tortuga en el lienzo
en la posicio´n actual de la tortuga.
clearstamps() Elimina la estampa de la tortuga en el lienzo.
undo() Deshace la u´ltima accio´n (puede usarse repetidamente).
Conocer el estado de la tortuga
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towards()
Devuelve el a´ngulo entre la l´ınea desde la posicio´n de la
tortuga hasta la posicio´n definida por un vector u otra
tortuga. Esto depende de la orientacio´n inicial de la tor-
tuga, en otras palabras del modo en el que se encuentre
(standard, world o logo).
position() pos()
Devuelve la posicio´n actual de la tortuga como un par
ordenado.
xcor() Devuelve la coordenada x de la tortuga.
ycor() Devuelve la coordenada y de la tortuga.
heading()
Devuelve el valor del a´ngulo actual de la tortuga con
respecto al eje x.
distance()
Devuelve la distancia desde la tortuga hasta las coorde-
nadas (x,y), el vector o la tortuga dados; en “pasos de
tortuga”.
Otros
help()
Despliega la ventana de ayuda del mo´dulo que incluye
un ı´ndice de temas. Su argumento puede ser un tema
determinado del tipo string.
Sistema de medicio´n angular
degrees()
Establece las unidades de medida angular en radianes.
Equivale al comando degrees(2*math.pi).
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radians()
Establece las unidades de medida angular en grados. Se
puede establecer el sistema de medida con el argumento
360 o 400 grados.
Estado del la´piz
pendown() | pd() | down
Coloca el la´piz abajo, es decir sobre el lienzo. De esta
forma dibuja cuando se mueve el la´piz.
penup() | pu() | up ()
Retira el la´piz del lienzo, entonces al moverse el la´piz no
dibuja.
pensize() | width()
Define el ancho del trazo o devuelve el valor correspon-
diente. Su para´metro es un nu´mero positivo.
pen()
Define o devuelve los atributos del la´piz (shown:
True/False, pendown: True/False, pencolor : color-
string or color-tuple, fillcolor : color-string or color-
tuple, pensize: positive number, speed : number in range
0..10, resizemode: auto, user or noresize, stretchfactor :
(positive number, positive number), outline: positive
number, tilt : number.
isdown()
Responde True o False si el la´piz esta´ abajo o arriba
respectivamente.
Control de color
color() Devuelve o define el color del la´piz y del relleno.
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pencolor()
Devuelve o define el color del la´piz. Su argumento se
escribe de la forma “color”, tal como “red”, “yellow”...
o como una tupla de la forma (r, g, b).
fillcolor()
Devuelve o define el color de relleno. Su argumento es
tiene la misma forma del argumento del comando pen-
color.
fill() Devuelve o define el color del la´piz y del relleno.
begin_fill() Se utiliza antes de dibujar una forma.
end_fill() Colorea una forma despue´s de ser dibujada.
Otros controles de dibujo
reset()
Borra lo dibujado en la pantalla hasta el momento y la
tortuga se situ´a de nuevo en el origen.
clear()
Elimina de la pantalla los dibujos hechos por la tortuga.
No mueve la tortuga. No se ven afectados el estado, la
posicio´n de la tortuga ni los dibujos de otras tortugas.
write()
Escribe el texto como la representacio´n de una cadena
tipo arg en la posicio´n actual de la tortuga con la alin-
eacio´n y fuente determinadas.
Visibilidad de la tortuga
showturtle() | st() Hace visible a la tortuga.
hideturtle() | ht()
Hace invisible a la tortuga. Es u´til para elaborar dibujos
complejos, adema´s de acelerar el dibujo observable.
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isvisible()
Regresa los valores verdadero o falso, dependiendo de s´ı
la tortuga es visible o no, respectivamente.
Apariencia de la tortuga
shape()
Establece la forma de la tortuga: “flecha”, “tortuga”,
“c´ırculo”, “cuadrado”, “tria´ngulo”, “cla´sico”.
resizemode()
Redimensiona la tortuga a uno de los valores: Auto:
Adapta la apariencia de la tortuga al valor de pensize.
Usuario: adapta la apariencia de la tortuga de acuerdo
a los valores del factor de extensio´n (stretchFactor) y
esquema (outlinewidth), que son fijados mediante el co-
mando shapesize () Noresize: No se altera la apari-
encia de la tortuga.
shapesize() | turtlesize() Define el taman˜o de la forma de la tortuga.
settiltangle()
Gira la forma de la tortuga de manera que apunte en
la direccio´n especificada por el a´ngulo, independiente-
mente de su a´ngulo de inclinacio´n actual. No cambia
direccio´n del movimiento de la tortuga.
tiltangle()
Establece o devuelve la inclinacio´n actual. Es decir que
funciona como contra-instruccio´n del comando tilt.
tilt()
Gira o inclina la forma de la tortuga de acuerdo al a´ngulo
indicado, sin cambiar la direccio´n del movimiento de la
tortuga.
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Ajustar a un evento
onclick() | onscreenclick
Permite definir una actividad o evento para la tortuga
al dar click sobre ella. Por ejemplo girar (Usando como
para´metro turn) o cambiar su color.
onrelease() Inhabilita la instruccio´n oneclick.
ondrag()
Establece un evento de movimiento para la tortuga.
Me´todos especiales de la tortuga
begin_poly()
Inicia el trazado de un pol´ıgono tomando como primer
ve´rtice el origen.
end_poly() Traza el u´ltimo segmento del pol´ıgono.
get_poly() Devuelve el u´ltimo pol´ıgono registrado.
clone()
Crea y devuelve un clon de la tortuga con la misma
posicio´n encabezado y propiedades de la tortuga.
getturtle() getpen()
Devuelve las propiedades de tortuga como objeto para
ser usado como una funcio´n que devuelve una “tortuga
anonima”.
getscreen()
Devuelve los atributos de la pantalla sobre la cual se
esta´ dibujando.
setundobuffer()
Su para´metro es el taman˜o (size). Establece las
propiedades de contral de la accio´n deshacer.
undobufferentries()
Devuelve el nu´mero de entradas en el control de la accio´n
deshacer.
window_width() Devuelve el ancho de la ventana del modulo turtle.
window_height() Devuelve la altura de la ventana del modulo turtle.
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Control de ventana
bgcolor()
Define el color de fondo de la ventana del la pantalla
del modulo. Su argumento es un color (tipo string)o
tres nu´meros en el rango 0... o una 3-tupla de tales
nu´meros.
bgpic()
Coloca una imagen de fondo o devuelve el nombre de
la actual. Se puede usar la ubicacio´n de la imagen
como (picname=ubicacio´n) o si picname se define como
“nopic” borra la imagen de fondo.
clear() | clearscreen()
Borra todos los dibujos y todas las tortugas de la pan-
talla. Resetea la pantalla a sus ajustes originales.
reset() | resetscreen()
Resetea todas las tortugas en la pantalla a su posicio´n
inicial.
screensize()
Redimensiona el lienzo con los argumentos que definen
el ancho y alto del lienzo en pixeles canvwidth=entero
positivo, canvheight=Entero positivo y bg=color tipo
string.
setworldcoordinates()
Modifica el sistema de coordenadas al igual que los dibu-
jos que aparecen en pantalla.
mode()
Establece el sistema coordenado como: standard que
es usado por defecto (la punta de la flecha apunta ha-
cia la derecha y los a´ngulos positivos van en contra del
movimiento de las manecillas del reloj); logo (la punta
de flecha apunta hacia arriba y los a´ngulos positivos van
en el sentido de las manecillas del reloj ) y world, que
es el definido por el usuario.
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colormode()
Fija el modo en 1.0 o 255. Posteriormente las tripletas
de colores r, g, b se definiran en el rango definido por
esos valores.
getcanvas()
Se utiliza normalmente en combinacio´n con el modulo
Tkinter para obtner un lienzo.
getshapes()
Devuelve una lista de las formas que actualmente se en-
cuentran disponibles.
register_shape()|addshape()
Permite agregar una forma desde la ubicacio´n indi-
cada. Sus argumentos son: nombre de un archivo
tipo gif y shape = None. Para registrar la forma:
screen.register_shape(nombre y tupla con pares de
coordenadas que definan el pol´ıgono).
turtles() Devuelve la lista de tortugas en pantalla.
window_height() Devuelve la altura de la ventana del modulo.
window_width() Devuelve el ancho de la ventana del modulo.
Control de animaciones
delay()
Coloca o devuelve el retraso del trazo en milisegundos
(Este es aproximadamente el intervalo de tiempo entre
2 actualizaciones consecutivas del lienzo).
tracer()
Activa o inactiva la animacio´n de la tortuga y retrasa
la actualizacio´n de los gra´ficos. Puede ser usado para
acelerar el trazado de gra´ficas complejas. Su primer
argumento es un entero positivo que define la actual-
izacio´n de la n-e´sima pantalla, mientras que el segundo
argumento (delay) asigna el valor de retraso.
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update()
Actualiza la pantalla del modulo. Se usa cuando el co-
mando tracer se encuentra en off.
Eventos en pantalla
listen() Establece el orden de enlace entre eventos.
onkey()
Enlaza funciones a una clave de liberacio´n. Si la funcio´n
(fun) es none los eventos enlazados son removidos.
onclick() | onscreenclick()
Enlaza una funcio´n (fun) a la accio´n click en la pantalla.
Para´metros: Una funcio´n que sera´ llamada con las co-
ordenadas del punto en el lienzo; nu´mero del boto´n del
mouse (por defecto se asigna el nu´mero 1 al izquierdo)
y agregar (add) que genera nuevos enlaces que pueden
reemplazar a los precedentes (usando True/False).
ontimer()
Instala un temporizador que llama a una funcio´n (fun)
despue´s de t milisegundos.
Me´todos espec´ıficos para la pantalla
bye() Cierra la ventana de gra´ficos del modulo turtle.
exitonclick() Asigna el comando bye() a la accio´n click.
setup() Establece el taman˜o y posicio´n de la ventana principal.
title()
Muestra el texto definido como para´metro, en la pantalla
del modulo tortuga.
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